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UG BOYUTLU SINIR TABAKA AKISLARININ KARARLILIK OZELLIKLERININ
DOGRUSAL KARARLILIK TEORiSi YAKLASIMI iLE BELIRLENMESI
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OZET

Bu ¢alismada ti¢ boyutlu sinir tabaka akislarimin kararlilik ozellikleri dogrusal kararlilik teorisi kullanilarak
sayisal yaklagimla ortaya ¢ikarilmigtir. Siipiirme aguisi sifirdan farkly bir kanat diisiiniildiigiinde, veter boyunca
ve vetere dik yondeki fiz bilesenlerinin sistematik olarak degistirilmesi gerekmis, bunun i¢in Falkner-Skan-
Cooke sinwr tabaka ¢oziimleri kullamimistir. Bu yaklasima gére akis parametreleri Falkner-Skan parametresi
olan p ve vetere dik yondeki potansiyel hiz bileseninin veter yoniindeki potansiyel hiz bilegsenine oranini ifade
eden akig agist 0 ’dir. Coziim icin oncelikle farkly p ve 8 degerleri igin hiz profilleri sayisal olarak tiretilmistir.
Hiz profillerinin dogruluklar: belirlendikten sonra bu hiz profilleri dogrusal kararlilik teorisi kullamilarak
tiiretilen kararlilik denklemlerine uygulanmis ve lokal kararlilik dzellikleri yine sayisal olarak belirlenmistir.
Hem hiz profili denklemlerinin, hem de kararlilik denklemlerinin ¢oziimiinde gelistirilmis atis yontemi
kullanmiimistir. Elde edilen sonuglar vetere dik yondeki hiz bileseninin basing gradyam etkisini azalttigina
isaret etmektedir. Yani hizlanan akislarda (p>0) vetere dik hiz bilegeni akisi daha kararsiz hale getirmekte,
yavaslayan akislarda (<0) ise daha kararli hale getirmektedir. Bu ¢ikarim literatiirde yer alan sonuglar ile
nitelik olarak uyumludur.

GIRIS
Laminar akistan tirbulansli akisa gegis aerodinamik biliminin en dnemli arastirma konularindan
biridir. Akisin laminar ya da turbulansli olmasi bir ugak kanadinin parazit strikleme kuvvetini,
yeniden atmosfere giren bir uzay aracinin isi1 kalkani tasarimini dogrudan etkileyen faktorlerdir.
Akisin kararli halden kararsiz hale gegmesi tirbulansa gegisin ilk agsamasidir ve akis
kararsizliklarinin tarif edilebilmesi 6nemli bir arastirma konusudur.

iki boyutlu akislarin kararhlik analizleri ile ilgili literatiirde bircok deneysel ve sayisal ¢alisma
bulunmasina ragmen Ug boyutlu akislar ile ilgili calismalar ¢cok daha azdir. Bu ¢calismada ¢ boyutlu
sinir tabaka akiglarinin kararlilik 6zellikleri, Falkner-Skan-Cooke denklemlerinin ¢oziimuyle elde
edilen hiz profillerinin, dogrusal kararlilik teorisine goére tiretilmis kararllik denklemlerine
uygulanmasiyla ortaya ¢ikariimistir. Calismada gelistiriimis atis yontemine dayali sayisal bir
yaklasim benimsenmigtir.

YONTEM VE COzZUM
Sinir Tabaka Akisi Denklemleri

Bu galisma igin stipuUrme agisi sifirdan farkli olan bir kama (wedge) geometrisi kullaniimigtir. Bu
sayede veter boyunca ve vetere dik yondeki akisin sadece iki parametre kullanilarak sistematik bir
sekilde modellenmesi mimkuin olmustur. Bu parametreler Falkner-Skan parametresi olan 8 ve
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vetere dik yondeki potansiyel hiz bileseninin veter yonindeki potansiyel hiz bilesenine oranini ifade
eden akis acisi 0’dir. Bu akisa ait geometri Sekil 1’de sunulmaktadir [Mack, 1984].
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FREESTREAM

Sekil 1: incelenen akis geometrisi [Mack, 1984]
Sekil 1’e gore kama duzleminde hicum kenarina dik yondeki (x; yoninde) surtinmesiz akis hizi
Denklem 1'de gosterildigi gibi ifade edilmektedir:
Uge = C(x0)™. )

Bu denklemde kama agisi frr/2, Falkner-Skan parametresi ise f§ = 2m/(m + 1) olarak ifade
edilmektedir. Basing gradyani parametresi ise m = (x;:/U;.)(dU;./dx;) seklindedir.

Hicum kenari yonundeki (z; yoninde) hiz bileseni ise
Wy, = sabit (2)

seklindedir. Bu sekilde surtlinmesiz akis hiz bilesenleri ile ifade edilen sinir tabaka akisini veter
boyunca yani x; yéninde tanimlayan denklem Falkner-Skan denklemidir [Mack, 1984]:

"+ +BA-f?)=0. 3
Boyutsuz akis fonksiyonu f ile veter boyunca sinir tabaka igindeki hiz arasindaki baginti ise

f') =Uc(y")/Ue = U, 4
olarak ifade edilebilir. Duvara dik yéndeki boyutsuz mesafe ise

y=y /L ®)

olarak tanimlanmaktadir. Denklem 5’te L*, Falkner-Skan uzunluk 6l¢isu birimidir ve agagidaki gibi
tanimlanmaktadir:

L* = [2v'x:/(m + 1)U:]V/2 (6)

Denklem 3 ¢ozuldikten sonra hicum kenari yonindeki akis (z; yoninde) Denklem 7 kullanilarak
¢c6zulebilir [Mack, 1984]:

9" +fg =0. 7

Boyutsuz akig fonksiyonu g ile vetere dik yonde sinir tabaka i¢indeki hiz arasindaki baginti
Denklem 8'deki gibidir:

gy =Ws(y")/Wse = W. 8
Denklem 3 ve 8'in ¢dzllebilmesi icin gerekli sinir sartlari ise Denklem 9 ve 10’da verilmigtir.
y=0f'=g=0 9)
y»>oo,f > 1,9-1 (10)
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Denklem 3, 7, 9 ve 10’dan olusan denklem seti Nachtsheim ve Swigert’in dnerdigi modifiye edilmis
atis ydntemi (modified shooting method) ile ¢éztlmastir [Nachtsheim, 1965; Swigert,1965]. Bu
sekilde hiz profilleri istenilen B deg@eri icin elde edilebilir. Sekil 2, 3 ve 4’te, sirasiyla f=-0.05, 0 ve
0.1 degerleri icin veter yonuinde ve vetere dik yonde elde edilen hiz profillerini gérilmektedir.
Sekillerde Falkner-Skan parametresi’'nin farkli degerleri igin profillerde ¢ok blyuk bir degisiklik
g6zlenmemektedir. Burada belirtiimesi gereken énemli bir nokta ise vetere dik yondeki hiz profilinin
Blasius profiline =0 ¢ok yakin oldugudur. Bu yakinliga Mack tarafindan da dikkat ¢ekilmigtir
[Mack, 1984].

Kararliik Denklemleri

Denklem 3, 7, 9 ve 10’dan olusan denklem setinin ¢éziimuyle elde edilen hiz profillerinin kararlilk
denklemlerinde kullanilabilmesi igin $ekil 1°de gorulen potansiyel akis yonune gore ifade edilmeleri
gerekir. Buna gore asil akis yonu X, buna dik yon ise z ile g6sterilmistir. Sekil 1'de wsw, kama
geometrisinin hticum kenarinin sipirme acisini, 0 ise potansiyel akisin vetere goére acisini ifade
etmektedir:

0 = tan™ ' (Wee/Uce)- (11)

Yerel potansiyel akis hizinin genliginin U} = (U2 + W,:2)1/2 oldugu disiinildigiinde, x ve z
yonlerindeki hiz bilegenleri Denklem 12 ve 13’teki gibi ifade edilmektedir.

UW) = f'(y) cos® 6 + g(y)sin®6 (12)
W) =[-f'(y) + g(y)]cossin6 (13)

Dikkat edilirse, 8=0° oldugunda U(y) = f'(y), 6=90° oldugunda ise U(y) = g(y) olmaktadir. 8=45°
oldugunda ise f' ve g, U(y) profiline esit katkida bulunmaktadirlar. Denklem 12 ve 13’ten elde
edilen profillere 6rnek olarak, 6=45° ve p=-0.05, 0 ve 0.1 degerleri igin profiller hesaplanmis ve
Sekil 5, 6 ve 7°'de sunulmustur. Bu sekilde B=-0.1 ve 8=45° i¢in hesaplanan bileske hiz profili ise
Sekil 8'de verilmektedir.

Denklem 12 ve 13'te verilen hiz profilleri kararlilik denklemlerinde kullaniimak istenirse, kararlilik
denklemlerini boyutsuz hale getirmek icin kullanilan karakteristik hiz ve uzunluk olculeri, Denklem
12 ve 13’te kullanilanlarla ayni olmalidir. Bu baglamda hiz élgust Uy iken, uzunluk 6l¢iisi Denklem
6’da ifade edilen Falkner-Skan uzunluk 6l¢tsu birimidir.

Buna gore, Reynolds sayisi ise Denklem 14’e gore ifade edilir:
Re = U{L*/v*. (14)

Kararhlik denklemleri, viskoz, sikistirllamaz akisa karsilik gelen Navier-Stokes denklemleri temel
alinarak turetilir. Denklemlerdeki hiz bilesenleri surekli asil akis ve sireksiz bozulma
bilesenlerinden olugsmaktadir. Bozulma bilesenleri Fourier modlari cinsinden ifade edildijinde ve
surekli akis igin paralel akis kabull yapildiginda asagidaki denklem seti elde edilir:

i(aU + BW — w)(a@ + fW) + (aDU + BDW)T = —i(a® + B2)p +—[D? — (a? + fH)](au + pw),  (15)

i(aU + W — w)?) = —Dp + é [D2 — (a? + B2)]7, (16)
i(al + BW — w)(aW — BT) + (@DW — fDU) = —[D? — (a? + B2)](aW — f10), (17)
i(ati + pW) + D7 = 0. (18)

Yukaridaki denklemlerde a ve B, x ve z yonlerindeki dalga sayilarini, w ise bozulmanin frekansini
ifade etmektedir. Duvara dik yondeki tirevleri ifade etmek i¢in D sembolu kullaniimistir.

Bu denklemler icin sinir sartlari ise Denklem 20 ve 21’de verilmistir.
y=0,i=9=w=0, (29)

y—oo,u—-0 v-0 w-0. (20)
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f'and g for Beta=-0.05
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Sekil 2: p=-0.05 igin hiz profilleri.

f' and g for Beta =0.0
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Sekil 3: B=0 igin hiz profilleri.

f' and g for Beta =0.1
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Sekil 4: B=0.1 i¢in hiz profilleri.
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U and W for Beta= -0.05 with Theta = 45 deg
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Sekil 5: B=-0.05 ve 8=45° icin hiz profilleri.
U and W for Beta= 0.0 with Theta= 45 deg
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Sekil 6: p=0 ve 8=45° i¢in hiz profilleri.
U and W for Beta= 0.1 with Theta = 45 deg
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Sekil 7: B=0.1 ve 6=45° igin hiz profilleri.
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w Iy
Sekil 8: B=-0.1 ve 8=45°i¢in hesaplanan bileske hiz profili.
Co6zum Yontemi
Cozim yonteminin adimlari asagida kisaca 6zetlenmistir [Ozgen, 2004]:

i. Denklem 15-18'da verilen denklem seti, dérdiinclii mertebeye indirgenir ve dort birinci
mertebeden adi diferansiyel denklem cinsinden yazilir.

ii. Bu dort denklem icin duvardan uzak serbest akis bolgesinde asimptotik ¢dztUmler bulunur.

ii. Dort denklem serbest akis bolgesindeki asimptotik ¢éziimlerden baslayarak duvara dogru
entegre edilir ve duvarda Denklem 19’da verilen kaymazlik sarti saglanmaya c¢alisilir.

iv. Sistem bu haliyle bir Eigenvalue (6zdeger) problemidir ve yukarida 6zetlenen ¢dzim
yonteminde Denklem 19°da verilen duvar sinir sartlari problemin 6zdegerleri olan a, 3, Re
ve w belli kombinasyonlari icin saglanmaktadir. Bu kombinasyonlarin belirlenmesi igin
simpleks yontemine dayali bir fonksiyon minimizasyon yontemi ve iki degiskenli Newton
iterasyon ydntemi uygulanmistir.

SONUCLAR VE TARTISMA

Bu bdlimde, yukarida 6zetlenen yaklasimla elde edilen sonugclar tg¢ farkh Falkner-Skan
parametresine karsilik gelen akis durumlari igin sunulmaktadir. Burada Squire teoreminin gecerli
oldugu dusundlerek dalga agisinin sifir oldugu kabul edilmistir, y=0 ve W(y) = 0.

Sekil 9, B=-0.1 (yavaslayan akis) i¢in akis agisinin nétr kararlilik egrilerine olan etkisi gosterilmistir.
Akis acisi arttikga kritik Reynolds sayisinin arttidi, notr kararlilik egrisinin bigiminin viskoz olmayan
akig ozelliklerinden uzaklagip, viskoz akiga ait notr kararlilik egrilerine yakinsadigi gorulmektedir.
Ozet olarak, akis agisinin artmasi akisi daha kararli hale getirmektedir.

Sekil 10°da bu defa $=0.1 (hizlanan akis) icin akis agisinin nétr kararhlk egrilerine olan etkisi
gosterilmektedir. Egriler genel olarak viskoz akis 6zellikleri gostermektedir ancak akis agisi arttikgca
kritik Reynolds sayisi azalmaktadir. Dolayisiyla, akig agisinin artmasi akisi daha kararsiz hale
getirmektedir.

Sekil 11°de ise B=0 (diz plaka akisi) icin akis agisinin nétr kararlilk egrilerine etkisinin olmadigi
gorulmektedir, yani akis agisi kag olursa olsun ayni nétr kararhlik egrisi elde edilmektedir. Bunun
nedeni Denklem 3, 7 ve 12 incelendiginde anlasilabilir. B=0 igin Denklem 3 ve 7 ayni profili
vermektedir, yani f'(y)=g(y). Denklem 12'de cos? 8 + sin?8 = 1 oldugu igin f'(y) = g(y) = U(y)
sonucuna ulagiimaktadir.

Son olarak Sekil 9, 10 ve 11°de sunulan sonuglarin 6zeti niteliginde olan ve farkli § degerleri igin
akis acisinin kritik Reynolds sayisina etkisini gosteren egriler Sekil 12’de sunulmustur.

Bu sonugclardan yapilacak en 6nemli ¢ikarim akis agisinin yani u¢ boyutlu akis etkilerinin basing
gradyani etkisini azalttigidir. Bir diger deyisle yavaslayan akislar akis agisi arttikga (l¢ boyutlu akis
etkileri arttikga) daha kararli hale gelmekte, hizlanan akiglar ise daha kararsiz hale gelmektedir. Bu
cikarimlar literatlirde benzer akislar icin verilen sonuglarla nitelik olarak uyumludur.
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Sekil 9: B=-0.1 icin ndtr kararlilik egrileri.
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Sekil 10: B=0.1 i¢in notr kararhhik egrileri.
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Sekil 11: B=0 igin nétr kararhlik egrisi.
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Sekil 12: Akis agisinin kritik Reynolds sayisina etkisi.
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Sekil 13: Akis agisinin maksimum genlesme katsayisina etkisi [Mack, 1984]

Bu ¢ikarimi desteklemek igin Sekil 13’te gorulen sayisal analiz sonuglarina bakmak yerinde
olacaktir. Bu sekilde iki farkli Falkner-Skan parametresi igin iki farkli Reynolds sayisinda elde
edilen genlesme katsayilarinin akis acisina gore degisimi gorulmektedir. Sekilden gorulebilecegi
gibi B=-0.02 icin akis acisi arttikga akis daha kararli hale, 3=0.02 icgin ise akis agisi arttikga akis
daha kararsiz hale gelmektedir. Bu davranislar Sekil 12’de goérulen davranislar ile benzerlik
gOstermektedir.

Sekil 12 biraz daha dikkatli incelenecek olursa yukarida agiklanana ek bazi faydali ¢ikarimlarda
bulunulabilir. Ornegin 8=0° icin kritik Reynolds sayisi dederleri iki boyutlu akig icin ayni Falkner-
Skan degerlerine karsilik gelen kritik Reynolds sayilarina esittir. Bu aslinda beklenen bir durumdur
¢unkd Denklem 12 ve 13’e gére 6=0° oldugunda U(y) = f'(y) ve W(y) = 0 olmaktadir.

Ote yandan 6=90° igin kritik Reynolds sayisi degerleri hem B=-0.1, hem de B=0.1 igin Blasius
akiginin (B=0) kritik Reynolds sayisi dederi olan 520’ye ¢ok yakindir. Bu ¢ikarim da Denklem 12 ve
13’0n incelenmesiyle anlagilabilir. Buna gore 6=90° oldugunda U(y) = g(y) ve W(y) =0
olmaktadir. Yukarida bulundugu ve aciklandigi gibi g(y) profili Blasius profiline ¢ok yakin bir
profildir, dolayisiyla bu profilin kritik Reynolds sayisi degerinin Blasius profilininkine yakin olmasi
beklenen bir durumdur.
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