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DOGAL TASINIMLA IS| TRANSFERI VE AKIS PROBLEMININ
ISIL LATTICE BOLTZMANN METODU iLE ¢6ZUMU
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Aselsan AS, Akara

OZET

Iki boyutlu duvarlar 1sitilmis kavite icinde dogal tasinim (natural convection) akis problemini ¢ézmek icin
tek gevseme zamanl (Single relaxation time) ¢ift popiildsyoniu Isil Lattice-BGK Modeli (ILB)kullanilmis ve
farkli Rayleigh (Ra=10° — 10°) sayilar icin analizler gerceklestirilmistir. Yogunluk farkindan kaynaklanan
kaldirma (buoyancy) etkisini hesaplamak igin BousSinesq yaklasimi kullamilmis ve akis ve sicaklk
alanlarimin ¢oziimiinde dokuz ayrik hiz modeli (D2Q9) tercih edilmistir. Hesaplanan kaldirma Kuvvetinin
indiikledigi yatay ve dikey hizlar literatiirde mevcut olan sayisal ve teorik veriler ile karsilastiriimis ve
oldukga tutarli sonuglar elde edildigi goriilmiistiir.

GIRIS
Lattice Boltzmann (LB) metodu, lattice gaz otomatik (gas automata) [McNamara,1988]
yonteminden taretilmisg, sikistirlamaz Navier-Stokes denklemlerini gézmek igin gelistiriimis sayisal
bir ydontemdir [Dazhi, 2003]. LB denklemi, Boltzmann kinetik denkleminin molekller arasindaki
etkilesiminin, makroskobik dinyadaki hidrodinamik davraniglar etkileyemeyecek sekilde asgari
duzeye indirgenmis halidir [D’Orazio, 2004]. LB metodunun baglica avantajlari; kolay kullanimi,
paralel caligmasi ve sinir sartlarinin uygulamasinin pratik olmasidir [Trouutte, 2013] . Ek olarak,
tasinim operatérindn lineer olmasi ve basing degeri i¢in herhangi bir Poisson denklemi ¢éziimiine
gerek duymuyor olmasi bu metodun ilave avantajlardir.

1990’dan itibaren LB metodu bir¢ok mihendislik probleminin sayisal benzetiminde olduk¢a basari
gOstermistir. Sayisal kararsizliktan dolayi LB metodu isil olmayan (athermal) akis ¢ézimunde
gosterdigi basariyi, isil akislarda tatmin edici bir sekilde gésterememistir [Lallemand, 2003 ].

Literatirde mevcut olan Isil Lattice Boltzmann (ILB) metotlari iki grupta siniflandirilir: ¢oklu-hiz (
multi-speed) [Almalowi, 2012; Malaspinas, 2011 ve McNamara 1998] ve cift populasyonlu
yaklagimdir [D’Orazio, 2004 ve Lallemand, 2003 ]. Birinci yaklasim olan ¢oklu-hiz yontemi
izotermal LB modelinin genigletiimis halidir. Bu yontemde is1 akisi ve sicaklik bilgisi parcacik
dagilim fonksiyonunun f;(¥, v, t) ylksek mertebeden kinetik momentlerinin hesaplanmasi ile
bulunur. Coklu hiz ydonteminde kinematik viskozite ile 1sil difizyon (diffusivity) birbirine egittir, yani
Prandtl sayisi 1 ile sinirhdir. Yiksek mertebeden hiz terimleri icerdiginden dolayi da sayisal
kararsizliklara neden olmaktadir.

Sayisal kararlihgi artirmak icin yogunluk dagilim fonksiyonuna benzer (pasif skalar yontemi) [Mai,
2010] veya farkli olan (He modeli) [Li, 2007] baska bir dagilim fonksiyonu kullaniimistir. Pasif
skalar yonteminde sicaklik bilgisi, akis hizi ile taginmasina ragmen akis alaninda herhangi bir etkisi
yoktur. He modelinde, isil enerji yogunlugunun ve isi akisinin hesaplanacag: farkli bir dagihm
fonksiyonu g; (%, v, t), tanimlanarak sisteme gifte bir 6zgirliik tanimlanmistir. Bu sayede yiiksek
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mertebedeki kinetik momentlere ihtiyag duyulmamis ve oldukca kararh bir yapi elde edilmistir.
Farkli dagihm fonksiyonu tanimlanmasinin diger bir avantaji ise viskoz sicaklik yayiliminin
(dissipation) ve sikistirma etkisinin ¢ézime dahil edilmis olmasidir.

Bu calismada, iki boyutlu duvarlari 1sitilmis kavite iginde dogdal taginim akis problemini ¢cdzmek igin
tek gevseme zamanli, ¢ift popiilasyonlu ILB Modeli kullanilarak, farkli Rayleigh (Ra=10°— 10°)
sayllari icin analizler gerceklestirildi. Boussinesq yaklasimi kullanilarak yogunluk farkindan
kaynaklanan kaldirma etkisi hesaplandi. Hiz ve sicaklik alanlarinin ayriklastiriimasinda dokuz ayrik
hiz modeli kullanildi. Isitilan duvardan dolayi olugan kaldirma kuvvetinin indikledigi yatay ve dikey
hizlar hesaplandi. Hesaplanan sayisal degerler literatirde mevcut olan sayisal ve teorik veriler ile
karsilastirildi ve oldukga tutarli sonuclar elde edildigi goraldu.

ISIL LATTICE BOLTZMANN (ILB) MODELI

Bu calismada kullanilan iki boyutlu sikistirilamaz ILB modeli ilk olarak He [He, 1998] tarafindan
ortaya atilmigtir. Tek bir akiskan pargacigi igin yogunluk dagilim f fonksiyonunun agihim:

. . @)
pt . . .. f-f«
— = 0, f+ (E.V)F= -

+F
Dt Tf

fmoleki]llerin mutlak hizi, 7, gevseme zamani, f€1 Maxwell-Boltzmann denge dagilim fonksiyonu
ve F harici kuvvetlerdir.

Benzer sekilde i¢ enerji dagilim g fonksiyonunun agilimi:
)
Dg _ . 2o\._ 8—8%
Dt = 0.8+ (E.V)g =

74 i¢ enerji dagilim fonksiyonunun gevseme zamanini ifade eder.
@)
pGi,0) = | (3.8 0)af

PG 0EG0 = [ £ (7.6.0)dE
PG00 = [ §(3.8.0)dE
@& 0 = f 75 (2,8,0)dE
p yogunluk, % akis hizi, e isil enerji yogunlugu, g isi akisi ve 3’ = & — 7 akis hizina gore 6zgiin
molekdl hizidir. Gergek akislarda kutle, momentum ve enerji ayni fiziksel molekdl ile tasindigi igin
yogunluk dagihm £ fonksiyonunu ile enerji dagihm g fonksiyonunu arasinda su iliski olmak
zorundadir: (4)

960 = i

Bu sayede g fonksiyonunu, f igin karsilik gelen Boltzmann denklemi ile ifade edebiliriz;

5)
S f—fea | S
9.8+ (£.V)g = 0.5|7'|? —f(&—1).[0.u + (¢.V)u]

Denklem 5’in sagdan birinci terimi g icin ¢carpigma operatorudur.

Tr

(6)
2
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o5z - BB
s g

Denklem 5’in sagdan ikinci terimi: @
f(Z-). [0, + (EV)id] = fh
h burada viskoziteden kaynaklanan isinmadir.

LB modelini elde edebilmek igin hiz uzayi ayriklagtirilmahdir: dt zamaninda dagihm fonksiyonu
lattice linki dx; = ¢;dt, boyunca taginir. Calisamada 2 boyutlu, 9 hizh lattice kullanilmistir (Sekil 1).

6 2 5
A

3 [ > 1
y

7 4 8

Sekil 1: iki boyutlu D2Q9 modeli

ikinci mertebeden bir ydntem kullanmaktan kaginmak igin f ve § fonksiyonunlari tekrardan
tanimlanmahdir [Kuznik, 2007].

®)
. &(A rea) dt
F=f+ 5 =) =5
_ay 0 (G — 5°0)
g=9 27, g—9
Ayriklastirma yapildiktan sonra;
9)
(X +¢;6t,t + 6t) + fi(X,6t) = o [ “N + oy F
fix + cot, fi(x 00 =~ yss Vi~ Sl g sad
(X +¢,6t,t + 6t) + g;(X,6t) = o [ eq]
gl X Cl Y gl x' - Tg+055t gl gl
3
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D2Q9 modelinin ayrik hizlari;

(10)
CO = O l = 0
Civiy = € <cos ((i -7/, ),sin ((i LA )) i=1,23,4
Cixiy = V2¢ (cos ((i -5) 7T/Z + n/4),Sin ((i -5) ”/2 + ”/4)> i=56,78
c =+/3RT , R gaz sabiti, T is ortalama sicakliktir.
Denge dagilim fonksiyonu:
(11)
2 77 2 72 772
eq ¢i.u 9(c.u)* 3u
fi —pWi[l” P
P Ll Ci i R
N z b=
1.5¢.u 4.5(¢.1)?% 1.5 W?+v?)]
gi1 = pwee [1.5 gt~ = i=1234
6.0 4.5(¢.0)?% 1.5 % +v?)
eq __ 1 1 P
8 = pwie [3 t—zt—a - = ,i=56,78
w; agirhk fonlsiyonudur; i=0 ,igin 4/9, i=1,2,3,4 i¢in 1/9 and i=5,6,7,8 iginde 1/36 dir.
(12)
u = (u,v),pe = pRT
Nihayetinde makroskobik degerler su sekilde hesaplanir;
(13)
p= Zfi
R dt
pu = Z Cunfit = Fp
pv = Z Biyfi
dt
pe = zgi—7zfihi
S z R o dtz : 0 h g
q=0() ¢ gi—peu > Ci 9i i)rg+0.5dt
Kinematik viskozite ve isil difizyon su sekilde hesaplanir;
(14)

v =1RT, x=2t1,RT
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Kaldirma (Bouyancy) Kuvvet Hesabi

Boussinesq yaklasiminda yogunlugun asagidaki sekilde degistigi kabul edilir. (15)

p=p[1-p(T-T)]
B 1sil genisleme (expansion) sabiti, p ortalama yogunluk degeri. Birim kitle i¢in kaldirma etkisi:

G, =pg(T-T) (16)
Sicaklik farkindan dolayi olusan kaldirma kuvveti ise asagidaki formal ile hesaplanir [D’Orazio,
2004]. 17)
Fp = pGy

Sinir Sartlan

Hiz alani: Kavitenin duvar yuzeylerinde hiz alani i¢in kaymama (non-slip) sinir sarti kullanildi. Zou
ve He [Zou, 1997]'nin dengede olmayan geri sicrama ( non-equilibrium bounce back) kurali
kullanildi. Bati duvari igin sinir sarti su sekilde kullanildi:

Bati duvarinda bilinmeyen dagihmlar f; 5 g dir. u=v=0 sinir sarti agagidaki kisittamalar (constraints)

ile uygulandi;
(18)
Zfi = PB

Bilinmeyen sayisi, Gg dagilim fonksiyonu f; s g ve duvar tzerindeki yogunluk olmak tzere toplamda
dort adettir. Sistemi tam olarak ifade edebilmek icin gerekli olan denklem, dagilim fonksiyonunun
dengede olmayan (f;"¢?) kismi igin geri sigrama kuralindan gelir:

19
f1_1eq=f3—3eq (19)
Bu kural sayesinde duvar tzerindeki yogunlugu (pg) bilinen dagihm fonksiyonlari cinsinden
yazabiliriz.
(20)
u G
pp=|| D A+ fot |/ - +05de)
0,2,3,4,6,7
Bati duvarinda bilinmeyen dagihm fonksiyonlari su sekilde ifade edilir:
(21)

_ +2 u
fi=1s 3PBC

f4_—f2 1 u 1 v Fb
A pp—— 0.25dt 2
fs=f7+ > +6PBC+2PBC 0.25dt -
fa—fh 1 u 1 v Fy

= fo— Z pp——=pp—— 0.25dt 2
fe=Tfe > +6PBC 5PB 7 -

Diger duvar yizeyleri igcinde benzer yéntem uygulandi.
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Isil Alan: Inamuro [Inamuro, 1995] tarafindan ortaya atilan ters-kayma (counter-slip) yaklasimi
sicaklik alani sinir sartlari i¢in kullanildi. Bu yéntemi sicaklik alani igin ilk defa D’Orazi [D’Orazi,
2004] kullanmustir.

Bilinmeyen isil dagilim fonksiyonunu hesaplamak igin ters-kayma isil enerji yogunlugu (e’), denge
durumundaki enerji yogunluguna (e) eklenir. Sabit sicaklik uygulanan kuzey duvari igin sinir
sartini agagidaki sekilde uygulayarak bilinmeyen 1sil dagilim fonksiyonlarini hesaplayabiliriz.

bkt + S i fih— K @)
3 2c 2c¢?

) 6C;. U  4.5(¢.1W)?% 1.5 W?+v?)
9i = pgwi(ex +e') |3 + o2 -

- — =478

K’ bilinen 1s1l dagilim fonksiyonlarinin (akis iginden ve komsu duvar noktalarindan gelen bilgi)
toplami, e, duvara uygulanan sicakliktan kaynaklanan i¢ enerjidir. Viskoz i1sitma h, yapilan
calismada ihmal edilse de genel bir sinir sarti tanimlamak igin kullanildi.

Yalitiimis duvar sinir sarti igin 1s1 akisli, g, = 0 alindi. Yalitiimis bati duvari igin sinir sarti:

At~ ¢ u 1.5¢,.u  4.5(C.10)?* 1.5 W? +v?)
g1 =w; Z 91+7Z?hifi+p632 1.5+ 2 + v - 2
j=3,6,7 B

dt ¢ u 6C. U 4.5(C.10)?* 1.5W?+v?)]
gi = w; Z gj"'?Z?hifi‘l'peBz 3+—+t—a -~ 2 ,i=58

j=3,6,7 B
Diger duvar yizeyleri iginde benzer yéntem uygulandi.

KARE KAVITE iCINDE DOGAL TASINIM

Tasinim problemlerinde 6nemli bir kontrol parametresi Ragleigh (Ra) sayisidir. Ra sayisi akiskanin
kaldirmasi ile viskozitesi arasindaki iligkiyi belirler. Eger Ra sayisi akiskan igin kabul edilen kritik
degerin altinda ise 1s transferinde etken roll iletim (conduction) oynar. Tam tersi durumda tasinim
etkindir. Eger Ra<10° ise laminer, 10°<Ra<10°® ise gecis ve Ra>10° akis tiirbiilanslidir.

Yapilan ¢alismanin dogrulanmasi icin literatlirde siklikla kullanilan kavite icinde dogal tasinim
problemi kullanildi. Kavitenin dort duvari duragan halde, u=v=0, dogu ve bati duvarlari yalitiimig
halde, guiney ve kuzey duvarlari farkl sabit sicaklik degerlerine sahip Ts=20 ve T¢=1 olacak
sekilde sinir sarti uygulandi (Sekil 2). Ortalama sicaklik degeri T = (Tx + T;)/2, gevseme
zamanlari 7y = 0.1, 7, = 0.0704, Pr=0.71 ve son olarak diflizyon hizi, V*=v/PrH, 0.0002301 olarak

alindi. Ra=10° ve 10* igin 129x129, Ra=10° ve 10° icinse 205x205 ebatlarinda ag yapisi kullanildi.

Yerel ve ortalama Nusselt (Nu) sayilari sirasiyla;
H oT

AT oy

N
Nu=—f Nudx
LJy

Sicaklik gradyani G¢ nokta formUlu ile hesaplandi.

6
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u=v=0
Bati
Yahitilmis Duvar

Tk (Soguk Duvar)

Kuzey u=v=0

Giliney u=v=0
T (Sicak Duvar)

Ttk

u=v=0
Dogu
Yalitilmis Duvar

Sekil 2: Kavitenin duvarlarindaki sinir sartlari

SONUG

Sekil 2’de resmedilen kavite igindeki dogal taginim akis problemini gézmek icin tek gevseme
zamanl cift populasyonlu ILB modeli kullanildi. Hiz ve sicaklik alanlari D2Q9 modeli kullanilarak
ayriklastirildi. Yogunluk farkindan kaynaklanan kaldirma etkisi Boussinesq yaklasimi ile

hesaplandi.

Sekil 3-5'de, hesaplanan sicaklik ve hiz profilleri, Tablo 1 ve 2'de kavitenin merkezinde (x/L=0.5)
olusan maksimum hiz de@erleri ile sicak duvar tzerinde (Tg) hesaplanan yerel ve ortalama Nu
sayllari literatirde mevcut bulunan ¢alismalar ile kargilastirildi ve hesaplanan degerlerin oldukca
tutarl oldugu gorulda. Sekil 6 ve 7°de sicaklik farkindan dolayi olusan akim gizgileri ve es sicakhk
egdrileri resmedildi. Bu ¢caligmanin sonucunda, Ra sayisinin dogal taginim tzerindeki etkisi

incelenmis oldu.

7
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Tablo 1: Farkli Ra sayilarinda kavitenin merkezinde olusan maksimim yatay ve dikey hizlarin
karsilastiriimasi

Ra = 10° umax/V*| (x/L=0.5) vmax/V* | (y/L=0.5)
Calismanin sonucu 3.7040 0.1797 3.6480 0.8125
A. D'Orazio (2003) 3.7001 0.1797 3.6532 0.8125
Barakos (1994) 4,1301 0.1810 4.0768 0.8060
De Vahl Davis (1983) 3.6970 0.1780 3.6490 0.8130
Fusegi (1994) 3.4906  0.2000 3.5172 0.8330

Ra = 10*
Calismanin sonucu 19.7090 0.1172 16.2482 0.8203
A. D'Orazio (2003) 19.6803 0.1172 16.2370 0.8203
Barakos (1994) 19.7172 0.1190 16.2625 0.8180
De Vahl Davis (1983) 19.6170 0.1190 16.1780 0.8230
Fusegi (1994) 18.9588 0.1170 16.9366 0.8170
Hortmann et al (1990) 19.6295 0.1193 16.1802 0.8265

Ra = 10°
Calismanin sonucu 68.7010 0.0637 35.0263 0.8578
A. D'Orazio (2003) 68.7122 0.0637 34.8225 0.8529
Barakos (1994) 68.7462 0.0660 35.1725 0.8590
De Vahl Davis (1983) 68.5900 0.0660 34.7300 0.8550
Fusegi (1994) 65.8152 0.0650 39.1694 0.8550
Hortmann et al (1990) 68.6396 0.0657 34.7399 0.8558

Ra = 10°
Calismanin sonucu 221.2441 0.0391 64.9480 0.8529
A. D'Orazio (2003) 221.1869 0.0392 64.8679 0.8529
Barakos (1994) 220.7651 0.0390 64.8813 0.8590
De Vahl Davis (1983) 219.3600 0.0379 64.6300 0.8500
Fusegi (1994) 218.2373 0.0330 70.7796 0.8560
Hortmann et al (1990) 220.4610 0.0390 64.8367 0.8505
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TLBM (Ra=10e3)
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(] - D'Orazio (Ra=10e4)
—— TLBM (Ra=10e5)
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08
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(T(y) - T(0) ) /(T(H) -T(0) )

Sekil 3: Normallestiriimis sicaklik profilleri x/L=0.5, AT=19, Pr=0.71
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Sekil 5: Normallegtirilmig yatay hiz profilleri x/L=0.5, AT=19, Pr=0.71
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Sekil 7: Farkli Ra sayilarinda olusan es sicaklik egrileri (a) Ra=10°, (b) Ra=10", (c) Ra=10°, (d)
Ra=10°

11
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Tablo 2: Farkli Ra sayilarinda kavitenin sicak duvari (Tg) Uzerinde hesaplanan yerel ve maksimum
Nu sayilarinin kargilastiriimasi.

Ra = 10° Nu ave | Nu_max| Konum Nu_min | Konum
Calismanin sonucu 1.1244 1.6035 0.0781 0.6811 0.9844
A. D'Orazio (2003) 1.1170 1.5010 0.0860 0.6980 0.9530
Barakos (1994) 1.1140 1.5810 0.0990 0.6700 0.9940
De Vahl Davis (1983) 1.1180 1.5050 0.0920 0.6920 1.0000
Fusegi (1994) 1.1050 1.4200 0.0830 0.7640 1.0000

Ra = 10*

Galismanin sonucu 2.2506 3.5502 0.0781 0.5705 0.9844
A. D'Orazio (2003) 2.2350 3.5070 0.1480 0.5840 0.9840
Barakos (1994) 2.2450 3.5390 0.1430 0.5830 0.9940
De Vahl Davis (1983) 2.2430 3.5280 0.1430 0.5860 1.0000
Fusegi (1994) 2.3020 3.6520 0.6230 0.6110 1.0000

Ra=10°
Galismanin sonucu 45247 7.6540 0.0882 0.7103 0.9902
A. D'Orazio (2003) 45040 7.6580 0.0880 0.7280 0.9900
Barakos (1994) 45100 7.6360 0.0850 0.7730 0.9990
De Vahl Davis (1983) 45190 7.7170 0.0810 0.7290 1.0000
Fusegi (1994) 4.6460 7.7950 0.0830 0.7870 1.0000

Ra = 10°
Calismanin sonucu 8.8364 17.3611 0.0441 0.9743 0.9902
A. D'Orazio (2003) 8.7670 17.2880 0.0441 0.9980 0.9900
Barakos (1994) 8.8060 17.4420 0.0368 1.0010 0.9990
De Vahl Davis (1983) 8.8000 17.9250 0.0378 0.9890 1.0000
Fusegi (1994) 9.0120 17.6700 0.0379 1.2570 1.0000
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