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OZET

Farkli Lattice Boltzmann Ybéntemleri arasinda Entropik Lattice Boltzmann Yoéntemi O&zellikle
sikistirilabilir rejimdeki akiglar ¢dzmek igin revagta bir durumdadir. Yéntemin ana mantigi, carpisma
adimini yari-denge kosulunu da icerecek sekilde iki pargaya bélerek, c¢ift dagilim fonksiyonunun
entropi kisiti altinda yliksek dereceli ¢gok hizli érgiiler (istiinde acgiimasi Ustline kuruludur. ELBM,
dogasi geregi zamana bagli ve direkt bir ¢bziim ybntemidir. Bu makale, ybntemin temelini,
matematiksel altyapisini ve uygulamasini kisaca icermektedir. Ana odak, klire etrafindaki ses Usti
akis gibi dogrulama calismalari (zerinden ybntemin kabiliyetlerinin gdésterimi lizerinedir. ELBM
ybnteminin yliksek basarimli ¢bzim kiimesi lizerinde verimliligi de incelenmistir.

GIRIS

Lattice Boltzmann Yontemi, ayriklastiriimis Boltzmann denklemi Uzerine kurulan bir Hesaplamali
Akiskanlar Dinamigi yontemidir. Yogunluk, momentum gibi blayuk olgekli korunum degiskenlerine
dayanan Navier-Stokes denklemlerine nazaran, LBM mezoskopik seviyede hayali akigkan
parcaciklarinin yerel hareket ve ¢carpismalari Ustine odaklanir. LBM, sikistirllamaz rejimdeki akiglar
konusunda, akustik galismalar dahil, ¢cok etkin olsa da [Chen ve Doolen 1998; Naffouti, 2013],
sikigtirilabilir  rejimdeki akiglar konusunda evrensel olarak kullanilan bir yaklagim halen
calisiimaktadir. [Ansumali vd. 2005; Chikatamarla ve Karlin 2006]

Son zamanlarda gelistirilen Entropik Lattice Boltzmann Ydntemi (ELBM) bu sorunu ele almak igin
yuksek potansiyel gostermektedir. [Frapolli 2017]. Yontemin ana mantigi, ¢carpisma adimini yari-
denge kosulunu da igerecek sekilde iki pargaya bolerek, ¢ift dagihm fonksiyonunun entropi kisiti
altinda yuksek dereceli cok hizli érguler Ustiinde agilmasi Gstune kuruludur. ELBM, dogasi geregi
zamana bagh ve direkt bir ¢6zUm yontemidir. Entropi kisiti, ayriklastiriimig Boltzmann entropi
fonksiyonunun gizgisel olmayan denklem ¢dzme yontemleriyle ¢ézilmesiyle elde edilen entropik
acllma degiskeninin ¢arpisma adimina dahil edilmesiyle uygulanir. [Bdsch, Chikatamarla, ve Karlin
2015]

Calismanin ana amaci, ELBM yéntemini kire etrafinda ses Usti akis gibi farkli dogrulama
kosullarina uygulayarak sonuglari detayli olarak incelemektir. Bu amagla, yontemin temeli, 6rgu tipi
secimi, sinir kogullari ve matematiksel altyapisi anlatiimaktadir.

YONTEM
Yontemin Catisi
Entropik LBM icin kullanilan ana denklemler asagidaki gibidir O:

filx+ et + D—fi(x,0) = aBy (i — fi) + 2B (£ = £7) (1)
gi(x + ¢t + 1)—gi(x,t) = aBy(g; — gi) +2B2(9;" — 9i) 2)

Burada f; ve g; kullaniimasi planlanan cift dagilim fonksiyonlarinin kendileridir. f; tim korunum
denklemleriyle iligkiliyken (yogunluk, momentum, enerji), g; daha ¢ok enerji denklemiyle ilintidir. (3)
ve (5) numarali denklemler arasinda detaylariyla aktarilan, ', g; ve f°9, g7 ifadeleri ise sirasiyla
yari-denge ve denge durumundaki dagihm fonksiyonlarini ifade etmektedir. B;, Prandtl sayisina
direkt olarak bagli olan bagimsiz agilma degiskenleriyken, c; is ydntem igerisinde kullanilan érgu
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yonleridir. Entropik acilma degiskeni, a, azami acilma miktarini temsil etmektedir. Yontemin ana
Ozelliklerinden biri olan bu degisken, yiksek Re sayisina sahip olan ya da sikistirilabilir rejimdeki
akislarda olusabilecek salinimlarin ve buyulk gradyanlarin dengelenmesine yardimci olmaktadir.

Denge dagilim fonksiyonu f;°? ise MinPack [More, Garbow, ve Hillstrom 1980] kiitiphanesi iginde
yer alan Powell Dogleg yontemiyle [, m and n degiskenlerinin ¢ézimuyle elde edilir:

fieq — pwie(l+macia+nci2) (3)

Bu denklemlerin sag tarafinda yer alan boyutsuz korunum denklemleri ise asagidaki gibi verilmistir:

ny ny ny

p= Zfieq pu = Z c.f  DpT+pu? = Z c2 £ (4)

i=0 i=0 i=0

g:Vise, £ kullanilarak asagidaki gibi hesaplanir:
g;"=@C, - D)Tf (5)

Denklemlerde n, segilen 6rgu tipine gore ortaya gikan toplam o6rgu yonlU sayisini, D ¢Ozilen
yéntemin boyut sayisini, T ise boyutsuz sicaklik oranini ifade etmektedir. Denklem (3)’da yer alan
orgu yonlu dagilimlari, w;, segilen orgu tipine gore degisir. (c;). Transonik ve ses Ustl akiglar igin
DAQ7% 6rgu tipi dnerilmektedir. [Frapolli 2017]

Ydéntemi uygulamanin baglangi¢c adimi, yogunluk (p) gibi bir dediskene rastgele bir deger atayip,
geriye kalan tum degiskenleri, ¢dzim kosulunu ilgilendiren M, Re, Pr ve y,4 boyutsuz parametrelere
go6re hesaplamaktir. Daha sonrasinda, algoritma yalnizca 3 adet basit adimin yinelenmesiyle devam
ettirilir:

e Dagitma Adimi: Orgii yonlerine goére (c;) dagihm fonksiyonlarinin komsu digimlere
yaylimasi

e Sinir Kogulu Adimi: Sinir kosulu uygulanmasi gereken dugimlerdeki (duvar, girig, ¢ikis vb.)
bilinmeyen dagilimlarin daha sonraki bdlimlerde aciklanacak yontemlere gore
glncellenmesi

e Carpisma adimi: Carpisma iglecine gore (1) ve (2) nolu denklemlerin sag tarafinin
hesaplanmasi

Entropik Agilma Garpaninin (a) Hesaplanmasi

Entropik agilma degigkeni, a, ayriklastirimis entropi fonksiyonunun, H(f+a(feq—f)) = H(f)
kosulunu saglayacak azami acgilma miktarini temsil etmektedir. Entropi kisiti, asagida verilen
ayriklastiriimig entropi fonksiyonunun ¢ézimuyle uygulanir:

n = i () ©
i=0 t

Orgii Tipi Segimi

Sikigtirilabilir rejimdeki ELBM igin ylksek dereceli ¢oklu-hizli érgu tipleri kullaniimalidir. [Karlin ve
Asinari 2010] Ayrik 6rgu hizlar asagida verilen Maxwell-Boltzmann dagilim fonksiyonunun
momentlerinin ne kadar iyi temsil edildigine baglidir. Entropik denge durumu kisitinin sikigtirilabilir
akislarda yeterince dogru uygulanabilmesi icin tek boyutta asgari 6rgli hizi sayisi n = 7'dir.
Dolayisiyla, transonik ya da ses Ustl rejimdeki ¢éztumler igin D1Q7,D2Q72%,D3Q73 6rgu tipleri
kullanilacaktir. Ornek olarak, D2Q7?% érglsi bu bélimde anlatiimaktadir. D2Q7? 6rgiisi, D1Q7
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6rglsiinden turetilmistir; tek boyutta hiz takimi ise V, = (0, +1, +2,+3)"dir. 2 boyutta (D2Q72, Sekil
1) tim hiz takiminin elde edilmesi icin asadidaki gibi kendisiyle tensor ¢arpimi yapilir.

Bu o6rgl tipi igin, referans sicaklik, T, =
0.697654 olarak elde edilir. Tek boyutta V; hiz
takiminin agirliklari agagidaki gibi verilir:
_ YTt 42T? — 1573
Wo = 36
12T - 13T? + 5T3
W1 = 16
(7)
_ —3T+10T? - 573
Wiz = 40
4T — 15T% + 15T3
Cor oy Was = 720

Sekil 1. D2Q72 6rgd tipi

Sinir Kosulunun Uygulanmasi

Dugum Siniflandirmasi: Sikistirilabilir rejimdeki ELBM icin kullanilan sinir kosullari, aslen referans
[Dorschner vd. 2016]'da verilen sikistirlamaz sinir kosullarindan taretilir. Sinir kosullari igin
ilgilenilen dagilim fonksiyonlari, f; ve g;, iki gruba ayrilir: D, duvarlardan akiskan hacmine yonlenen
orgu hizlarini temsil ederken, D, akigkan hacminden duvarlara yonlenen o6rgu hizlarini temsil
etmektedir. D tarafindan temsil edilen 6rgli hizlarina denk gelen dagihim fonksiyonlari
bilinmemektedir ve yayilma adimindan énce tanimlanmalidir. D tarafindan tanimlanan sinir kosulu
dagumleri de iki kategoriye boélunebilir: duvara en yakin dugumleri ifade eden x,,,, ve duvara en yakin
digumlere en yakin olan x,,, Dugumleri siniflandirmak icin agagidaki 6lgut kullanilir:

T —
egermax(lc'—g)Sl&ciZSD,forieD - x, (8)
i
o |ri| 2 .=
efer max |~ <1&c; £D,forieD — x,f 9
i

Bu denklemlerde, r;, ilgili dGgumle duvar kesisim noktasi arasindaki 6rgi yonundeki (c;) mesafedir.

Bilinmeyen Dagilim Fonksiyonlarinin Hesaplanmasi: Segilen denge ve yari-denge dagilim
fonksiyonlarindan olusan, birinci dereceden Chapman-Enskog ¢6zumuyle elde edilen denklemler
asagidaki gibidir:

fim® = fieq (ptgt' utgthtgt) + fi(l) (ptgt' Uiyt Tege Vgt VTtgt) (10)

miss

1
9i = gieq (Ptgt» Uegt, Ttgt) + gi( )(ptgt' Usge, Tege, Videge, VTtgt) (11)

Bu denklemlerde, p;g¢, Usge, Tege, Vitege, VTige Sirastyla hedef yogunluk, hiz, sicaklik ve hiz ile sicaklik

gradyanlarini temsil etmektedir. Hedef degiskenlerin belirlenmesi, sinir kosulunun uygulanmasina
bagh olup, daha sonraki bélimde anlatilacaktir.

Hedef Degerlerin Belirlenmesi: Sinir kosulu uygulamasi sirasinda kullanilan hedef degerler, giris,
¢ikis, duvar vb. sinir kosulunun cinsine baghdir. Girig sinir kosulu igin sinirdaki tim degerler zaten
tanimli ve bilinmektedir. Duvar sinir kosulunda, sadece x,, digumleri icin hedef degerler belirlenir;
X, f iGin bir 6nceki zaman adiminda elde edilen degiskenler kullanilir. Digerlerinden farkli olarak ¢ikis

sinir kosulunda, sinir kosulu uygulanmasi gereken dagihm fonksiyonlari bir énceki zaman adam
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dagilim fonksiyonlari olarak alinir. Sicaklik ve hiz gradyanlari hesaplanirken gegmis zaman
adimindaki degerlere dayali merkezlenmis tirev yontemi kullanilir.

x,, dugimlerinde Kaymaz ve Sabit Sicaklikli Duvar Sinir Kosullari igin Hedef Degerlerin
Belirlenmesi: Kaymaz duvar sinir kosulu igin, x,, duvar diguimlerinde p, u, T hedef degerlerine ihtiyac
vardir. Hedef yogunluk degeri, f dagilim fonksiyonlarina “geri-sekme” kuralinin uygulanmasiyla elde
edilir; bilinmeyen dagilimlar, ilgili 6rgli yoniinde “geri-seken” dagilimlarla tanimlanir. (¢; = —c;) x,,
dugumlerindeki hedef hiz vektorl u,,. ve hedef sicaklik T, degerlerini elde etmek igin ilgili orgl
yonindeki duvar kesisim noktasi, x; ; ile komsu akiskan dugumlerindeki hizlar arasinda bir i¢ kestirim
uygulanir. Burada np, |¢?| < D, i e D kosulunu saglayan bilinmeyen dagilim fonksiyonlarinin toplam
sayisini ifade eder. Gereken hiz ve sicaklik gradyanlari ise duvar digimduyle duvarin kendisi
arasinda gercgeklestirilen yari ikinci dereceli bir tlrev kestirme yéntemiyle hesaplanir.

Kayar ve Isi lletmeyen Duvar Sinir Kogullari igin Hedef Degerlerin Belirlenmesi: Kaymali ve Is
iletmeyen duvar sinir kosullari i¢cin yogunluk, hiz ve sicaklik igin dik yonde (dS ylUzeyi i¢in n) aki yok
kosulu uygulanir. Bu kosullari saglamak icin, dik yénde yogunluk, hiz ve sicaklik degisimleri,
dogrusal i¢c kestirme yontemiyle degerlendirilir. Bu degerlendirme, ilk olarak iki boyut i¢in sabit |n| =
V2, ¢ boyut igin |n| = v/3 uzakliinda yer alan bir N son noktasinin ilgili duvar digimiinden (A) ilk
nokta olacak sekilde belirlenmesiyle baslar. Diger i¢ kestirme noktalari (B, C,D) ise tum dugimler
arasindaki dik mesafelerin her zaman 1 oldugu dusunuldiginde kolayca elde edilebilir. Dikkat
edilmesi gereken noktalardan biri, A dGguma bir ayni zaman adimi igerisinde guncellenmis olsa da
sinir kogulunu uygulamak icin bir daha guncellenmesi gerekliligidir. N noktasindaki ilgilenilen
degiskenler (Cy) bulunduktan sonra, dik yéndeki tlirevlerin hesaplanmasi igin birinci dereceden bir
yontem kullanilir. Bu noktada, hedef degeri bulmak igin ¢y =, yaklagimi uygundur. (G;g: = C4)
Kayar bir duvar igin gerekli teget hizlar ise, x,’deki hizlarin (u(x,,)) yuzeye dik yénde (9S)
yansitilmasiyla elde edilir.

YUKSEK BASARIMLI PERFORMANS DEGERLENDIRMESI

ELBM, o6nceki zaman adimlarinin sonuglarini dogrudan kullanabildigi, matris ¢6zUmu igin
hesaplamali yontemlere gerek duymayan, yalnizca ayni zaman adimi i¢cinde dugumler arasinda
basit bilgi aktarimi ihtiyaci olan bir yontemdir. Bu sebeple, OpenMPI ile gerceklestirilecek yuksek
bagarim uygulamalarina oldukga uygundur. islemciler arasi veri paylasiminin énceden belirlenerek
hesaplama suresini kisaltmak igin bilgi aktarimi yapilmasi gereken digumler ve yonler énceden
belirlenerek, her islemcinin sorumlu oldugu dugimler arasinda veri alisverigi yapilmasi saglanir.

ELBM yodnteminin yuksek basarimli sistemde performansinin elde edilmesi igin asagida da
dogrulama sonuglari verilen 7500x5200 boyutunda, girig, ¢ikis ve duvar sinir kosullari tanimlanan,
iki boyutlu NACAO0012 profili etrafindaki harici akis problemi kullaniimigtir. Bu kosulda, her zaman
adiminda 1.9 milyar kayar nokta iglemi (7500x5200x72) yapilmasi gerekmektedir. 100 6rgli zaman
adimi kosturulmus ve tum sonuglar her digumu 36 ¢ekirdek olan yuksek bagarimli sistem igin, bir
islemci performansina gore verilmistir; 360 ¢ekirdege (10 digim) kadar deneme yapilmistir. C6zim
hacminin ¢ekirdek ayrisimi olabildigince igslemciler arasi iletisim suresini kisaltacak sekilde elle
verilmigtir.

Sonuglara gore (Sekil 2), 108, 216 ve 360 ¢ekirdek igin sirasiyla %85, %80 ve %72 olarak elde edilen
paralellestirme verimi, gelistirmeye acik olsa da ELBMnin yiksek basarimli sistemdeki
performansinin yeterli oldugunu ifade etmektedir.

cOZUMLER
NACA0012 Etrafinda Ses Ustii Akig

ELBM yonteminin dogrulama amaciyla denenmesi igin, M = 1.5,Re = 10000 ve 0° hicum agisi
kosulunda NACAO0012 kanat profili etrafinda ses Ustlu akis denemesi gergeklestirilmistir; dogrulama
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profil 6nunde, etrafinda ve arkasinda bulunan basing katsayisi dagilimlari zerinden yapilmaktadir.
[Hafez ve Wahba 2007] Bu amagla, 7500x5200 boyutunda esit aralikli (Kartezyen) bir kiip ¢6zim
hacminde, veteri 825 6rgl boyutunda olan bir geometri olusturulmustur. C6zim hacmi agisindan,
akisin éndnde girig, arkasinda ve yanlarinda ise ¢ikis sinir kosulu tanimlanmistir. Profilin duvar sinir

0 36 72 108 144 180 216 252 288 324 360
islemci Sayisi

——-Ideal —=—ELBM

Sekil 2. ELBM kodunun yiksek basarimli sistemde performans egrisi

kosulu ise sabit sicaklikll kaymaz duvar sinir kosuludur. Elde edilen sonu¢ zamandan bagimsiz
oldugu icin hesaplamalar sonuclar dedismeyene kadar gerceklestiriimistir.

Profil etrafindaki akis alani (Sekil 3) incelendiginde akis alaninin fiziksel oldugu gortlmektedir; akisin
durma noktasi 6ninde olusan yay seklindeki keskin sok, duvar etrafindaki sinir tabaka akisi ve
profilin arkasindaki iz akimindan kaynakli momentum eksilmesinin hepsi ¢oziimde elde edilmistir.
Referans veriler Uzerinden yapilan karsilastirma Sekil 4'de veriimektedir; ELBM sonuglari sok
konumu, profil etrafi ve iz akiminin basin¢ dagilimlari agisindan referans sonuglar ile Ust Uste elde
edilmektedir.

2.0
a
15 lg
1.0 Al.—\
e
o .
A
0,5 :
A
A
0,0 )
-0,5
15 10 05 0,0 0.5 1.0 L5 2.0
x/c
-ELBM AHafez & Wahba (2007)

Sekil 3. NACA0012 profili etrafinda basing dagiliminin referans ile karsilastiriimasi
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______ . ' [ T

MACH: 0 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 08 09 1 11 12 13 14 15 16

BT [ [ [ [ [ [T

CP: 01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15

Sekil 4. NACA0012 profili etrafinda ses Ustl akis igin merkez dizlemde Mach dagilimi (Ust) ve
basin¢ dagilimi konturlari (alt)

Dusiik Sikistinlabilir Rejimde Silindir Etrafinda Akis

Dogrulama kosulu, [Canuto ve Taira 2015] tarafindan elde edilen Direk Sayisal Similasyon (DNS)
sonuglarina dayanmaktadir. Bu sonuglar, M = 0.3,0.4 ve 0.5 ile Re = 20 ve 40 degerlerinde arasinda
elde edilmistir. DUsuk Re simulasyonlari zamandan bagdimsiz bir akis alanina karsilik gelmektedir;
Re degerleri kritik Reynolds sayisinin (Re.~47) altindadir. Bu kosullarda, basing katsayisi dagilimi
ve iz akimi 6zellikleri bilgisi (Sekil 5) mevcuttur.

Kritik Reynolds sayisi altinda kalan zamandan bagimsiz akis alanina sahip Re = 40 kosuluna kadar
gergeklestirilen disuk sikistirilabilir rejimdeki analizlerin sonuglari, iz akimi 6zellikleri cinsiden Tablo
1’de, silindir etrafindaki basing katsayilar cinsinden Sekil 6’te, akis alanlarinin incelenebilmesi igin
M = 0.5 icin 6rnek olarak verilen Mach konturlari olarak da Sekil 7’de verilmigtir. Basing dagihmi
sonuglarina goére, akisin koptugu nokta ve akis kopmasi olan tim noktalarda, ELBM referans
dagihmi ufak farklarla yakalayabilmistir. Burada gorilen ufak farklar, iz akimi 6zellikleri sonuglarina
da azami %5 farklilik olacak sekilde yansimistir. ELBM ile elde edilen iz akimi 6zellikleri, referansta
gobrilen Re ve M trendlerini gostermektedir. Akis alani agisindan ise ELBM akisin durma noktasi,
silindir etrafindaki iz akimi gibi fiziksel 6zellikleri yakalamistir.
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/

Sekil 5. Silindir etrafinda olusan zamandan bagimsiz akis i¢in iz akimi 6zellikleri

1.50
1.25
1.00
0.75
0.50
o 025
© 0.00
-0.25

-0.50 <%
-0.75
-1.00
-1.25

0 15 30 45 60 75 90 105 120 135 150 165 180

Theta (°)
A Canuto & Taira (2015) ——ELBM

Sekil 6. M = 0.5, Re = 40 kosulu icin silindir etrafindaki basing dagiliminin referans sonuglarla
karsilastiriimasi

B I BN 0 .

MACH: 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 0.5 0.55 MACH: 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 05 0.55

Sekil 7. Zamandan bagimsiz (M = 0.5, Re = 20 sol, Re = 40 sag) kosullar igin verilen Mach
konturlar
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Tablo 1. Zamandan badimsiz akis alani igin ELBM ile referans sonuglarinin iz akimi 6zellikleri
cinsinden karsilastiriimasi

lo/d l,/d l./d
Ref. | ELBM | Ref. | ELBM | Ref. | ELBM
0.3 |0.362 | 0.341 | 0.428 | 0.451 | 0.940 | 0.971
20 1 0.4 10.365 | 0.363 | 0.429 | 0.421 | 0.954 | 0.993
0.5]0.367 | 0.338 | 0.428 | 0.432 | 0.963 | 0.962
0.3 | 0.736 | 0.758 | 0.602 | 0.598 | 2.34 | 2.30
40 | 0.4 | 0.752 | 0.767 | 0.609 | 0.592 | 2.43 | 2.37
0.5 |0.769 | 0.787 | 0.614 | 0.602 | 2.53 | 2.50

Re | M,

SONUG

Calisma, Entropik Lattice Boltzmann ydnteminin temelini, matematiksel altyapisini ve uygulamasini
kisaca icermektedir; ek olarak ylksek basarimli performans denemeleri yéntemin kolayca ve verimli
bir sekilde paralel bir sekilde calisabildigini ortaya koymustur. ELBM yonteminin kabiliyetlerini
arastirabilmek icin NACAO0012 etrafinda ses Ustl akis ve dusuk sikistirilabilir rejimde silindir
etrafindaki akis dogrulama kosullari segilmis ve detayli olarak incelenmigtir. Tim bu dogrulama
kosullarinin sonuglarina gére, ELBM sikistirilabilir rejimde beklenen sok, iz akimi ozellikleri, akis
kopmasi gibi tuim fiziksel etkileri dogru bir sekilde yakalayabilen kabiliyetli bir ydntemdir.
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