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OZET

Bu ¢alismada streksiz, sikistirilabilir akislar i¢in grafik islemci tinitesi (GPU) hizlandwrilmas,
zamana bagh bir Navier Stokes ¢oziicist gelistirmek hedeflenmistir. Navier Stokes
denklemlerinin ¢oziminde uzay ayriklastirmas i¢in noktasal stireksiz Galerkin yontemi ve
denklemlerin i¢inde bulunan difizyon terimleri igin Symmetric Interior Penalty discontinuous
Galerkin (SIPDG) [Arnold, 1982; Arnold, Brezzi, Cockburn ve Marini, 2002] metodu
kullamlmastir. Zaman ayriklastirmast i¢in digtuk depolamali, 4. swra, 5 asamali, agik
Runge-Kutta yontemi [Kennedy, Carpenter ve Lewis, 2000] kullamilmastur. Gelistirilen sayisal
semayr hizlandirmak icin modern grafik islemci uniteleri ve ¢ok cekirdekli merkezi islem
birimleri kullanidmastir. OCCA (open concurrent compute abstraction) kullanilarak hangi
hesaplama aracinin kullanilacagina ¢calisma sirasinda karar verilmesi saglanmas ve bu sayede
¢coziict platformdan bagimsiz hale getirilmistir. Disik Mach sayily bir akis problemi onciil
testlerde kullanilmas ve bu testlerden elde edilen sonuclar, uygulamalar ve degerlendirme
boliiminde gosterilmistir.

GIRIS

Siireksiz Galerkin yontemi (DGM), yiiksek dereceli bir sonlu elemanlar yontemidir. DGM tamamen
siireksiz, parcali polinom yaklasimini kullanir. Galerkin yontemi ¢oziime adapte uzaysal ag
siklastirma ve seyreltme kolayligi saglar [Karakus, Warburton, Aksel and Sert, 2016]. Metodun
karmasik geometrilere ve yiiksek dereceli problemlere uygulanabilirligi, kismi diferansiyel
denklemlerin ayriklastiriimasi icin en yaygin kullanilan sonlu hacim yontemi gibi yontemlerden daha
fazladir ve diger yontemlere gore daha dogru sonuglar saglar [Shu, 2009; Hesthaven ve Warburton,
2007]. Yontem, yiiksek dogrulugun gerekli oldugu biiyiik dlgekli zamana bagli hesaplamalarda gok
etkilidir. Siireksiz Galerkin'in yuiksek dereceli yapisi, temsil edilen dalga boyu basina daha az veri
noktasi ve dolayisiyla daha az bellek erisimi gerektirmesine olanak tanir. Genel sonlu eleman
yontemlerinin aksine bu yontemle elde edilen denklemler, hesap yapilan hiicreye 6zeldir. Bu
nedenle, her hiicre yalnizca komsularindan bazi sinir verileri elde etmesi gereken ayri bir eleman
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olarak dusuniilebilir. Bu heterojen yapi yontemde kesinliklik kaybi olmaksizin, hesaplama sirasinda,
eleman topolojisi, yaklasiklik derecesi ve hatta ana denklemlerin secimi gibi ozelliklerin elemandan
elemana ve zaman icinde degismesine olanak tanir. Kompakt formu ve zayif haberlesme yapisi
sayesinde paralel bilgisayar platformlari icin ¢cok uygundur [Baggag, Atkins ve Keyes, 1999;
Swirydowicz, Chalmers, Karakus and Warburton, 2019]. Paralel programlama, hiz ve dogrulugun
gerekli oldugu bliylik olcekli projeler icin kritik dneme sahiptir. Tamamlanmasi gereken gorevler
birden ¢ok bilgisayar veya birden ¢ok cekirdek kullanilarak ayni anda calistirilabilmesi igin
paralellestirilir. Bu sayede hem zamandan kazanilir hem de bilgisayarlarin daha verimli ¢alismasi ve
daha karmasik sorunlari ¢ozebilmesi saglanir. Son yillarda diinya ¢apinda kullanilmaya baslanan
yeni nesil paralel programlama sistemlerinde ekran kartlari (GPU) gibi ¢oklu hesaplama noktalar
iceren hizlandirici mimarisi kullaniimaktadir. Bu degisiklik sayesinde, sayisal hesap basina diisen
enerji gereksiniminde blyuk oranda dusts ve hesaplama giiciinde artis saglanmaktadir.

Platformdan bagimsiz olan bu ¢oziicii OCCA dili kullanilarak elde edilmistir. OCCA, GPU ve CPU
gibi farkl tiirdeki cihazlar iceren bir ortamda programlamay kolaylastiran ve kullanicinin bir
calisma zamaninda se¢cim yapmasina izin veren acik kaynakh bir kitiphanedir. C, C4++, Python
gibi bircok programlama dilini destekler ve bunlari tek bir Kernel dilinde 6zetler [Kirby ve Mavriplis,
2020]. Kod, libParanumal [Chalmers, Karakus, Austin, Swirydowicz ve Warburton, 2022] kitaplig
kullanilarak yazilmistir. Yiiksek dereceli ayriklastirmalar icin yiiksek performansh cekirdekler,
olceklenebilir bir kitaplik olan libParanumal tarafindan saglanir.

YONTEM

Sikistinlabilir Navier Stokes Denklemleri

Sikistirilabilir, kararsiz ve viskoz akista kiitle, momentum ve enerji korunumu Navier Stokes
denklemleriyle modellenebilir. Bu denklemler su sekilde yazilabilir [Xia, Luo, Frisbey ve Nourgaliev,
2014):

oU(x,t) n OF,(U(z,t)) _ 0Gk(U(x,t), VU(x,1)) ()
ot Oxy, Oxy,

U, F, G sirasiyla korunmus degiskenler vektori, advektif aki vektorii ve viskoz aki vektoriinii temsil
eder ve bu vektorler su sekilde gosterilir:

p pU; 0
pe uj(pe + p) W Tij — ¢

p yogunlugu, u; bir koordinat yoniindeki (z;) akis hizini, p basinci ve e spasifik toplam enerjiyi
temsil etmektedir. Bunlar haricinde bir de hal denklemine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu denklem ise

p=(—-1)p (e - ;uzuz> (3)

seklinde gosterilir. Hava icin v = 1.4 olarak alinabilir. Viskoz stres tensorii 7;; ve 1si aki vektori g;

Tij=M<an 8uj> 2 Ouy 1w orT

— S8 R it 4
Oz, + ox; 3”8@% J 4 v —1Pr 0z (4)

seklinde gosterilebilir. T sicakligi, Pr Prandtl sayisini (hava i¢in 0.7 alinabilir) ifade eder.
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Uzay ve Zaman Ayriklastirmalan

Eleman yontemlerinin basarili olabilmesi i¢in fonksiyon enterpolasyonlari yiiksek kalitede olmalidir.
Bu kalite, uygun ortogonal temel fonksiyonlar ve uygun enterpolasyon noktalari ile saglanir. Bu
eleman yontemleri, dortgen/ alti yiizlii elemanlarda, Legendre polinomlarina ve bir boyutlu
Gauss-Lobatto-Legendre (GLL) noktalarinin tensor ¢arpimina dayali bir diigim yaklasimi kullanir.
Ancak ticgen/ 4 kenarli elemanlar tensorsel olmadigi icin, bu diigiim yaklasimi kullanilamaz
[Pasquetti ve Rapetti, 2006]. Bu problemde iliggen diigim dagilimi kullanilmistir ve digiim yerleri,
Carpitma ve Karistirma digiimleri (Warp and Blend nodes [Warburton, 2006]) metodu kullanilarak
belirlenmistir. U(;gen eleman lizerindeki digiim dagilimlar Sekil 1'de gosterilmistir.

x /o 2,
/\ VAN AN Py
/ \ / \ // SRR //. . . .\,\
’ ) \ /./ o o ..\.\ /-./ . : ° : ¢ : ¢ ..\:\.\ ./:/.. S ..\.’\.
(a) N =3 (b)N =5 (¢)N =8 (d) N =10

Sekil 1: Bir egkenar iiggen iizerinde degigsen yaklagiklik sirasi i¢gin Carpitma ve Karigtirma
diigtimleri (Warp and Blend nodes).

Bu metoda gore N dereceli Lagrange polinomlarinin minimum boyutu,

dimPy = N, — <N+2> _ (N+1)(N+2)

2 2

seklindedir. IV, N dereceli Pascal u¢genindeki eleman sayisini belirtir.

()

Carpitma ve karistirma ticgen digiim dagiliminda her yiizde N+1 diigiim (N-1 i¢ yiiz digimi ve
komsu yiizlerle paylasilan 3 tepe diigiimii) toplamda 3(N+1) yiiz diigimi vardir.

Sikistirilabilir Navier Stokes denklemleri siireksiz Galerkin metodu ile su sekilde ayriklastirilabilir.

d/ UWdQ+/ Fk(U)-ndeF—/ Fo(U) Wao =
dt Qe . Qe 81’k
ow
G;(U,VU) - n,Wdl' — / G;(U,VU) - a—dQ YW e VP (6)
re Qe Tk

W test fonksiyonunu, Q) alani, Q. alan icinde birbirleriyle ortiismeyen elemalari, ', elemanlarin
sinirlarini, ng eleman sinirlarindaki birim disa dogru normal vektoriinu ifade eder. VP ise p
dereceden kiiglik tiim Legendre polinomlarinin, carpitma ve karistirma digimleri uzerinde
interpolasyonu ile elde edilmis Lagrange tipi polinom uzayini temsil eder.

Runge-Kutta (RK) yontemleri, siradan diferansiyel denklemlerin (ODEs) ¢oziimlerini elde etmek
icin kullanilan bir dizi ara asamali hesaplama yontemidir. Zamana bagh kismi diferansiyel
denklemlerin (PDEs) zaman ayriklastirmasi icin RK yontemleri kullanilir. Problemde kullanilan
PDE'ye bagh olarak, zaman ayriklastirmasi i¢in ¢ok biiyiik bir ODE sistemi gerekebilir. Bu da
hesaplama icin gereken asama sayisini artirir. Standart RK yontemleri icin depolama igin gereken
alan, asama hesaplamalarinin sayisi ile orantilidir. Daha fazla depolama alani ¢oziimiin daha yavas
olmasi anlamina gelir. Ote yandan, diisiik depolamali agtk RK (LSERK) yontemleri, depolama
alanini artirmadan asama sayisini artirmaya izin verir. Asama sayisi arttikca kararlilik siniri ve
zaman adimi boyutu artar ve boylece ODE'leri ve / veya PDE’leri ¢6zmek icin gereken siire azalir.
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Glicli kararlilik koruma, disiik depolama, 4. diizen, 5 asamali, actk Runge-Kutta yontemi, zaman
ayriklastirmasi icin kullanilmistir. Runge Kutta denklemleri su sekilde yazilabilir:

auy,
_— = t
7 R(Up,t)

dU; = a;dU;_1 + (StR(Ui, "+ Ci(st), 1€ [1, 5] (7)
UZ‘ = Ui_lbidUi, 1€ [1,5]

Paralel Uygulama

Denklemleri ¢ozmek icin gereken hesaplamalari t¢ ana baslikta ele alabiliriz; hacim ¢ekirdekleri
tarafindan gerceklestirilen hacim entegrasyonu, yiizey cekirdekleri tarafindan gergeklestirilen yiizey
entegrasyonu ve giincelleme cekirdekleri tarafindan gerceklestirilen zaman adimi giincellemesi. Bu
hesaplamalar asagida verilen genel formda gosterilebilir.

dt ~——
Hacim c¢ekirdegi  Yiizey cekirdegi

aUu _
= R(Uhat) = V(Uh) + S(Uh 7U]j) (8)
———
Giincelleme cekirdegi

Bir calisma grubu bir veya daha fazla 6genin integrallerini ¢ekirdeklerdeki her bir entegrasyon
digiminun katkisini hesaplar. Hacim integralleri hacim cekirdeklerinde; ylizey integralleri yiizey
cekirdeklerinde hesaplanir. Her eleman icin, hacim ve ylizey integrallerinden gelen katkilar, referans
eleman lzerinde tanimlanan bir yerel matrisin hacim terimleri ve ylizey akilarinin bir vektoriiniin
carpimi ile temsil edilir. Giincelleme gekirdekleri zaman entegrasyonu adimini hesaplar.

Hacim c¢ekirdegin ilk islemi, elemanin alan degiskenlerini global bellekten paylasilan bellege
kopyalamaktir. Bu islem icin N, is ogesi gereklidir. Daha sonra, depolanan paylasilan bellek
degiskenleri, kiibatlir entegrasyon noktalarina enterpole edilir. Bu islem, ayni enterpolasyon
matrisini kullanan bir dizi alan degiskeni matris-vektor carpimi gerektirir. Her is ogesi, bellek
cakismalarini 6nlemek icin vektorlerle enterpolasyon matrisinin yalnizca bir satirini carpar. Ortaya
cikan digum degerleri ve geometrik veriler, gelecekteki hesaplamalarin hizli degerlendirilmesi icin
kayit belleginde saklanir. Cekirdekteki ikinci adim kayit belleginde saklanan onceden elde edilen
degerleri kullanarak hacim aki terimlerinin hesaplanmasidir. Hacim aki terimi, paylasilan bellek
vektoriinde saklanir. Son olarak, li¢ enterpolasyon matrisi ve daha once paylasilan bellekte
depolanmis ¢ vektor kullanilarak ti¢c matris-vektor carpimi ile hacim terimleri enterpolasyon
digimlerine enterpole edilir.

Yiizey cekirdeginin ilk islemi, elemanin alan degiskenlerini paylasilan bellekte depolamaktir. Ikinci
islem, standart dugiim degerlerinin ylizey kiibasyon noktalarina enterpolasyonudur. Bu islem,
referans 6gesinde tanimlanan ayni enterpolasyon matrisiyle onceden depolanmis paylasilan
vektorlerinin carpimini icerir. Enterpolasyonlu degerler ve geometrik veriler kayit belleginde
saklanir. Daha sonra, onceden elde edilen kayit bellek degerleri kullanilarak, kiibik dugtumlerdeki aki
fonksiyonu hesaplanir. Son olarak, matris - vektor carpimi ile aki fonksiyonu enterpolasyon
digiimlerine tasinir [Karakus, 2015].
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UYGULAMALAR VE DEGERLENDIRME

Girdap Dipol Akis Problemi

Onciil problem olarak diisiik Mach sayili, klasik bir girdap dipol (vortex-dipole ) akis problemi
coziilmistir. Bu problemde 2 boyutlu, 4 kenarli, 50x50 eleman kullanilmis, 7. dereceden bir
polinom coziilmiistiir. Problem izotermal kabul edilmis ve viskozitesi 10~ Pa.s alinmistir. 20
saniye cahstinlmistir. Farkli zamanlardaki girdap goriinimi Sekil 2'de verilmistir. Sekildeki girdap
kontur degerleri -0.1 ile 0.1 buyiiklikleri arasindadir.

Girdap dipolleri esit giicte ancak akis icinde farkli yonlere hareket eden iki girdaptan olusur. Bu
akislardan biri pozitif girdapli, digeri negatif girdaplidir ve bu nedenle toplam dolasimi sifirdir. Bu
cemberin disinda girdap yoktur ve akis potansiyeldir. Viskoz akis sebebiyle girdap zaman gectikce
genis bir alana yayilir ve sonug olarak dipoliin giicii azalr, yavaslar ve alanin merkezine dogru
spiraller cizer. Navier-Stokes denklemi kullanilarak ¢oziiliirler.

)t =12s )t = 16s )t = 20s

Sekil 2: Farkli zamanlardaki girdap goriinimii.

Kare Silindir Uzerinde Akis Problemi

Klasik bir test problemi olan kare silindir tizerindeki 2 boyutlu diizgiin akis problemi, ¢oziicliyii test
etmek icin kullanilan bir baska problemdir. Bu problemde Mach sayisi 0.2, Reynolds sayisi 1000
olarak verilmistir. Problem 300 saniye calistinlmistir. Beklendigi uzere, kare silindirin akisin geldigi
yondeki koselerinde akis ayrimi gerceklesmistir ve bu nedenle silindirden sonraki bolgede girdaplar
olusmustur. Farkh zamanlardaki girdap goriiniimleri Sekil 3'te verilmistir.
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)t = 10s ) t = 50s
) t = 100s )t = 150s
) t = 200s ) t = 300s

Sekil 3: Farkli zamanlardaki kare silindir arkasinda olugan girdap goriiniimii.

SONUC

Bu ¢alismada siireksiz, sikistirilabilir akislar icin grafik islemci iinitesi (GPU) hizlandiriimis, zamana
bagli bir Navier Stokes ¢oziiciisii sunulmustur. Uzay ayriklastirmasi icin siireksiz Galerkin yontemi
ve lcgen duglim dagilimi; zaman ayriklastirmasi icin ise disiilk depolama, 4. duzen, 5 asamali, acik
Runge-Kutta yontemi kullanilmistir. Paralel programlama ile problem ¢oziimi hizlandinlmistir. 2
boyutlu, klasik test problemleri olan disiik Mach sayili girdap dipol akis ve kare silindir lizerindeki
dizgun akis problemleri ¢oziictiyl test etmek i¢in kullanilmis ve ¢ikti olarak zamana baglh girdap
gorinimleri verilmistir. Elde edilen sonuglar, ¢oziictiniin dusiik Mach sayili akis problemlerinde
dogru bir sekilde calistigini gostermektedir. Daha yiiksek Mach sayili akis problemlerinin
coziilebilmesi icin stabilizasyon metotlari gereklidir. Bu ¢alismanin bir sonraki asamasinda
stabilizasyon metotlarini da libParanumal kiitiiphanesine ekleyerek sikistirilabilir akislar igin tim
Mach sayilarinda dogru sonuclari alabilmek hedeflenmektedir.
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