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OZET

Bu ¢alismada Hcrede-Parcacik yontemi kullanilarak pozitif yiiklii oksijen molekiillerinin 2-boyutlu bir
geometride bir elektrik potansiyeli altindaki hareketleri incelendi. Hiicrede-Pargacik yontemi kullanilarak
gerceklestirilen benzetimde eksi yiiklii elektronlar ve arti yiiklii oksijen molekiilleri birbirleri ile dogrudan
Coulomb kuvveti yolu ile degil, yiiklii par¢aciklarin olusturdugu elektrik alant lizerinden etkilesmektedirler.
Boylelikle hesaplama zamamndan tasarruf saglanmaktadir. Ilaveten bu benzetimde sadece elektron ve oksijen
iyonlart arasindaki etkilesimler goz oniine almmis olup, elektron, iyon ve yiiksiiz par¢aciklar arasinda
meydana gelen c¢arpismalar benzetime dahil edilmemistir. Hiicrede-Par¢acik yonteminde elektrik
potansiyelinin hesaplanmasinda Poisson denklemi farkli yontemler kullanilarak ¢éziilmektedir. Yapilan
calismada Poisson denkleminin ¢oziimiinde Gauss-Seidel, Coklu ¢oziim agr (Multigrid) ve Monte Carlo
yontemleri kullanilmis ve elde edilen hesaplama siireleri ve ¢oziim hatalari birbirleri ile karsilastirilarak en
uygun ¢oziim yontemi belirlenmeye ¢alisilmistir.

GIRIS

Madde dogada kati, sivi, gaz ve plazma sekilde bulunabilmektedir. Evrenin buyik bir kismi
plazmadan olugsmaktadir [Chu, ve Lu, 2013]. Normal sartlar altinda elektronlar ve c¢ekirdek
birbirlerine kuvvetli baglar ile baglanarak yuksiz molekuller olustururlar. Bu baglarin gesitli etkilerden
dolayi kirilmasi ile eksi yuklu elektronlar ve arti/eksi yukli molekuller olusur. Genelde bir plazma
ortaminda eksi ve arti yUkli pargaciklarin sayisi yaklasik olarak birbirine esittir (sanki-ytksiz).
Plazmalarin incelenmesinde manyeto akiskanlar dinamigi gibi matematiksel modellerin yani sira
Hicrede-Parcacik gibi matematiksel ve fiziksel benzetim modellerinin bir arada kullanildigi melez
yontemler de kullaniimaktadir.

Hucrede-Pargacik yontemi genelde ¢ok sayida parcacigin uzun erisimli kuvvetler yolu ile birbirleri ile
etkilestikleri astrofizik ve plazma problemlerinin ¢ézimuinde kullaniimaktadir. N sayida parcacigin
hareket denklemlerinin ¢ézimi icin gereken hesaplama yuki O(N?) olmaktadir. Cok sayida
pargacigin yer aldigi bir hesaplamada, ¢ozum sureleri en kuvvetli bilgisayar sistemlerinin kullanildigi
durumlarda bile makul beklentilerin disinda kalabilmektedir. Hlcrede-Pargacik ydntemi ile bu
hesaplama yuki O(NlogN) ile orantili olmaktadir [Almojel, 2000].

Hucrede-Pargacik yonteminde hesaplama yukinU azaltmak icin her bir yikli parcacidin birbiri ile
Coulomb kuvvetleri araciligi ile etkilesmesi yerine, yuklG pargaciklar toplamda olusturduklari elektro-
manyetik alanlar Gzerinden birbirleri ile etkilesirler [Fitzpatrik, 2015]. Bu alanlarin hesaplanmasi igin
Maxwell denklemlerinin ¢6zilmesi gerekmektedir. Manyetik alan bu ¢alismada oldugu gibi ihmal
edilecek derecede duslkse, sadece duragan elektrik alanin hesaplanmasi yeterli olmaktadir.
Elektrik alaninin hesaplanmasi icin ¢d6zim agi Uzerinde ayriklastirilmis Poisson denkleminin
¢ozulmesi gerekmektedir. Bu islemin ¢dzUm suresinin kisaltiimasi ile Hicrede-Pargacik yonteminin
toplam ¢6zum slresi Uzerinde dnemli bir tasarruf saglanabilmektedir. Poisson denkleminin ¢6zimi
icin Gauss-Seidel, Coklu ag, Monte-Carlo gibi farkli yéntemler gelistiriimistir. Bu galismada Poisson
denkleminin ¢dzimda icin Onerilen baglica ydntemler incelenmistir. Bahse konu ydntemler ¢6zim
sureleri ve ¢6zum hatalarn temelinde karsilagtirilarak en etkin ¢o6zim yodntemi belirlenmeye
calisiimigtir.
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YONTEM

Hiicrede-Parcacik yéntemi dért ana adimdan olugur (Sekil 1). ilk safhada yikli pargaciklarin
konumlari ve yik degerleri kullanilarak, ¢dzim a@i (izerinde yik yogunlugu hesaplanir. ikinci
safhada yuk yogunlugu temel alinarak Poisson denklemi ¢dzulur ve ardindan ¢6zum aglari tzerinde
olugan duradan elektrik alani hesaplanir. Uglincti safhada yukli pargaciklarin (zerine etkiyen
Lorentz kuvveti hesaplanir. Son doérdincu safhada ise yUklu pargaciklarin hareket denklemleri
¢ozllerek bu pargaciklarin yeni hiz ve konumlari hesaplanir [Dawson, 1983].
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Sekil 1: Hiicrede-Parcacik yontemi sathalari

UYGULAMALAR VE DEGERLENDIRME

Bu calismada daha 6énceden Uzerinde ¢aligilan bir probleminin [Brieda, 2010] benzeri ele alinmigtir
(Sekil 2). Bu problemde arti yukli oksijen molekilleri 2-boyutlu ¢6zim alaninin sol sinirindan igeri
atilmaktadir. Diger sinir kosullari pargaciklar igin agik sinirdir. Elektrik potansiyeli i¢in olan sinir
kosullar ise sol kenarda Dirichlet, diger kenarlarda ise Neumann sinir kosulu olarak verilmigtir.
Hesaplama alaninda uzunluk 6lgedi Debye uzunlugu, zaman adimi ise yUkli oksijen molekillerinin
en fazla bir Debye uzunlugu kadar yer degistirmesine olanak verecek sekilde hesaplanmistir.

Pargacija agik sinir

Arty yliklG
oksijen
malekdller " 4

Juis yise edivedied

Pargaciga ayna yansima sinir

Sekil 2: Hesaplama bdlgesi ve sinir kosullari

Hesaplama verimliligini arttirmak igin eksi yUkli elektronlar parcacik yerine akiskan olarak kabul
edilmistir. Bu kabullin yapilmasi ile olusan Poisson denklemi asagida verilmistir (1).

?:T(f + ZZT? = —% [ni —ng exp <¢k—_T;¢%)>] 1)

Bu denklemde ¢, x —y, e, gy, n;,ny k, T, sirasi ile potansiyeli, konumu, birim yuku, elektriksel
gecirgenligi, degisken arti ve sabit yik yogunluklarini, Boltzmann sabitini ve elektron sicakligini
gOstermektedir.
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Ornek problemin MATLAB (izerinde tarafimizdan gelistirilen Hiicrede-Pargacik ¢ozlclsu ile elde
edilen potansiyel ve elektrik alani vektor degerleri (16 x 10) ¢6zim ag Uzerinde Sekil 3’te
gOsterilmistir.

Potential

(a) (b)
Sekil 3: (a) Potansiyel degerler (b) Elektrik vektor degerleri

Farkli Co6zim Ydntemleri

Poisson denkleminin ¢éziminde Gauss-Seidel, Coklu ag ve Monte Carlo yontemleri gibi farkl
yéntemler denenmis ve bu yontemlerin ¢ézim hizlari ve yakinsama dogruluklari arastiriimistir. Bu
amacla yapilan c¢alismada tam ¢6zim sonuglari bilinen bir fonksiyon (2) secilmis ve ardindan
Poisson denklemi olugturulmustur (3).

f(x,y) = sin(x) cos (y) )
9> 92
a_x); + a_yg = g(x,y) = —2sin(x) cos (y) 3

Takiben Poisson denklemi sayisal ¢ozim icin sonlu farklar yontemi kullanilarak ayriklastiriimistir
(4).
fGN=025[(fE-LN+fE+LN+f0Ej—D+f0Ej+1D)—dx?g(xy)] (4)

Co6zim agi hassasiyeti her iki eksen boyunca Hiicrede-Pargacik ¢dézimine yakin olmasi igin
(17 x 17) olarak belirlenmistir. Her iki yonde de ayriklastirma mesafesi esit alinmistir
(h = dx = dy).

Testlerde Windows 11 isletim sistemi kurulu 8 GB RAM, Intel(R) Core (TM) i5-8250U CPU @
1.80GHz 0zellikli Intel Surface Laptop 2 kullaniimistir. Denenen ¢6zum ydntemleri 64 bit MATLAB
R2021b gelistirme ortaminda kendimiz tarafindan yazilmistir. Hazir/ticari ¢oztculer kullaniimamistir.
Calismanin ilk asamasinda Hicrede-Pargacik benzetiminde kullandigimiz Gauss-Seidel [Sauer,
2006] yontemi farkh yineleme sayilarinda ¢dzim suresi ve yakinsama dogrulugu agisindan
incelenmistir.

3

Ulusal Havacilik ve Uzay Konferansi



AYDIN, KARADOGAN, KAYA, KOCABAS ve SENGIL

UHUK-2022-117

Tam ¢oziim
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(©)

Gauss-Seidel 200
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(b)

Gauss-Seidel 800

=

(d)

Sekil 4: (a) Tam ¢6zim (17 x 17) (b) Gauss-Seidel 200 (c) Gauss-Seidel 400 (d) Gauss-Seidel

800

Poisson denkleminin ¢dziiminde olusan hata miktarini hesaplamakta kullanilan denklem asagida

sunulmustur.

l1".(1.'4\? ] max

e= > Y I Fexaccli)) = FAD

i=1 j=1

®)

Bu denklem kullanilarak farkli yineleme sayilari igin hesaplanan hata degerleri ve ortalama ¢6zim
sureleri Tablo-1'de sunulmustur.

Tablo-1: Gauss-Seidel ¢6zim sureleri ve hata degerleri

Yineleme sayisi 100 200 400 800 1600
Ortalama ¢ozim siresi (s) | 0.018428 | 0.022785 0.027157 0.039322 0.060266
Toplam hata 8.7 2.2206 0.8683 0.3399 0.3159

Bir diger ¢6zim ydntemi ise Coklu Ag yontemidir [Briggs, Henson ve McCormick, 2000]. Bu
yontemde Poisson denklemi 6nce yine Gauss-Seidel yontemi kullanilarak az sayida ¢ézim noktasi
(3x3) ve az sayida yineleme kullanilarak ¢6zilur. Takiben elde edilen ¢6zim degerleri sirasi ile (5x5),
(9x9) ve (17x17) sayida noktadan olugsan ¢dzim agina ara degeri teknigi kullanilarak taginir.
Bdoylelikle Gauss-Seidel ydonteminde ilk baglangi¢ degerleri gergcegde yakin olarak tahmin edilmis olur.
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Gauss-Seidel 5 Gauss-Seidel Initial

€ f(xy) 16

0.5

(a) (b)
Sekil 5: (a) Poisson denkleminin (3x3) agda 5 yineleme ile ¢6zimu (b) C6zUmdin (17x17) ¢6zim
agina tasinmis hali

Bu noktada Poisson denklemi (17x17) ¢6zUum aginda yine Gauss-Seidel yontemi kullanilarak
yineleme ile ¢ozilir. Coklu ¢ézim agindan elde edilen baslangic degerleri kullanildiginda 800
yineleme yerine sadece 510 yineleme yapilmasi yeterli olmaktadir (Sekil 6).

Gauss-Seidel+MG 510 Gauss-Seidel 800

(a) (b)
Sekil 6: (a) Gauss-Seidel yonteminde tahmini baslangi¢ degerleri kullanildiginda (b) Gauss-
Seidel yonteminde baslangi¢ dederleri olarak 0 kullanildiginda

Coklu ag yonteminde yuksek sayili ¢6zim noktalarinda yapilan yinelemeler sonucunda yiksek
frekansli hatalar giderilebilmektedir. Ama bu yontemin diger yontemlere nazaran Ustin yani, az
saylda ¢dzUm noktasi olan aglarda olusan dusik frekansli hatalarinda kullanilarak daha az sayida
yineleme sayisi ile tam ¢dzime yaklasilabilmesidir. Bu amagla Poisson denkleminin en yiksek
sayida ag noktasi (Q”) ile elde edilen yaklasik ¢ozim degderleri (f) kullanilarak 6nce artik degerler

() (6) ve takiben bir alt kademe ¢ozim aginda (Q*") hata degerleri (e) hesaplanir (7).
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r=g-I[Alf (6)
[Ale =T (7)
Yukarida belirtilen islemlere ait degerler Sekil 7°de sunulmustur.

Artik Degerler 100 Hata degerleri 100
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(a) (b)
Sekil 7: 100 yineleme igin (@) Ust seviyede (17 x 17) artik deger (b) alt seviyede (9 x 9) hata

degerleri

Hesaplanan hata ara degeri teknigi kullanilarak tekrar bir Ust seviye ¢6ziim agina tasinir ve yaklasik
¢6zumden cikarilir (8). Bdylece hatasiz ¢6zime erigilmeye caligilir.

fh<—fh+e (8)

(a) (b)

Sekil 8: (a) Ust seviyeye taginmis hata degerleri (b) Hatadan arindiriimis tist seviye ag degerleri

Yukarida belirtilen islemlere ait degerler Sekil 8'de sunulmustur.

Hata degerleri 100
16 D e(x.y)

Gauss-Seidel+MG 100

Coklu ag yéonteminde farkli ¢6ziim aglarinda farkli yineleme sayilari igin hesaplanan hata degerleri
ve ortalama ¢6zim sureleri Tablo-2’de sunulmustur.

6
Ulusal Havacilik ve Uzay Konferansi



AYDIN, KARADOGAN, KAYA, KOCABAS ve SENGIL UHUK-2022-117

Tablo-2: Coklu ad ¢6zUm sireleri ve hata degerleri

Yineleme sayisi (3x3) 5 5 5 5
Yineleme sayisi (17x17) 100 200 400 800
Yineleme sayisi (9x9) 20 20 20 20
Ortalama ¢6zum siresi (S) 0.106928 0.109573 0.115511 0.139013
Toplam hata 3.2321 0.6186 0.3739 0.3199

Poisson denkleminin ¢6zimu igin en son olarak Monte Carlo yontemi kullaniimigtir [Delaurentis,
Romero, 1990]. Bu yéntemde her bir ¢bziim agi noktasindan baslanarak ag tizerinde en yakin komsu
noktaya ilerlenir. Gidilecek komsu nokta rastgele olarak secilir. ilerlenecek yollar ¢dziilecek denklem
temel alinarak belirlenir. Bu c¢alismada Poisson denklemi igin sonlu farklar yontemi (4) temel
alinmigtir (Sekil 9).

Dirichlet Sinir Sarti

j+2 ®
j+1 S @
(Va3
c
)
. c
j s @
S
3
(1]
=
j-1 @
2 o
i-2 i-1 i i+1 i+2

Sekil 9: Monte Carlo yénteminde sinirlara ilerleme yontemi

Her bir ¢6zim agi noktasi icin ¢cok sayida yineleme sayisina ihtiya¢ vardir. Clinki Monte Carlo
yénteminde hata yineleme sayisinin (N) kare kék ile ters orantilidir (9) [Bird, 1976].

o
R

2=

9

C6zim agi tzerinde yer alan her bir noktadan baslayarak rastgele adimlar ile ilerlenir ve Dirichlet
sinir kosuluna (D) geldiginde dongu sona erer. Bu arada ilerlenen her bir noktada Poisson
denkleminin sag tarafinda yer alan fonksiyon hesaplanarak toplanir (10). Neumann sinir kosulunda
ise sinir digsinda yer alan noktaya gelen adim, ters yonde 2 adim geriye yansitilir. Toplam deger
yineleme sayisina (N) bolinerek, her bir nokta icin ¢éziim degeri bulunur.

T«

u(i,j) = % (p+ Z 0.25 h? g(x,y)) (10)

=1
Monte Carlo yontemi kullanilarak hesaplanan hata ve ¢dzim slresi degerleri Tablo-3’te, ¢6zim

degerleri ise Sekil-10’da sunulmustur.
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Tablo-3: Monte Carlo yontemi ¢6zim sireleri ve hata degerleri

Yineleme 5000 10000 50000 100000
Hata 9.0560 8.4505 7.91 7.9086
CoOzium suresi (s) | 51.57 103.37 516.04 1061.79

Monte Carlo 5000 Monte Carlo 10000

)

(a) (b)
Monte Carlo 50000 Monte Carlo 100000

16

(c) (d)
Sekil 10: Monte Carlo yéntemi ¢c6zim neticeleri (a) 5000 yineleme (b) 10000 yineleme (c) 50000
yineleme (d) 100000 yineleme

SONUC

Bu calismada sadece arti yUkli iyonlar ve eksi yukli elektronlardan olusan bir plazma demetinin
akisi Hlcrede-Pargacik yontemi ile incelenmistir. MATLAB ortaminda gelistirilen Hicrede-Parcacik
yontemi ile ¢dzilen érnek plazma problemine ait daimi ylk yogunlugu, potansiyeli ve elektrik alani
degerleri de sunulmustur. ilaveten Poisson denklemi ¢éziimiinde kullanilan Gauss-Seidel, Coklu ag
ve Monte Carlo gibi farkli yéntemlerin, yine farkli yineleme kosullari altinda ¢6zim sireleri ve ¢ézim
hatalari hesaplanarak karsilastiriimistir. Gauss-Seidel yontemi ¢ézim yoéntemi agisindan en hizli
yontem olarak belirlenmistir. Baglangi¢ degerleri Coklu ag yontemi kullanilarak hesaplandiginda
Gauss-Seidel yonteminin sonugclari 36% daha hizl yakinsadigi gériimustir. Coklu ag yontemi tek
basina kullanildiginda Gauss-Seidel yontemine nazaran 2,31 kat daha yavas yakinsamaktadir.
Monte Carlo yénteminin ise bu ydontemler arasinda sonuglari en ge¢ yakinsayan yéntem oldugu
gorilmektedir. Monte Carlo yonteminin en dnemli avantaji ise paralellestirildiginde verimliliginin gok
yuksek olmasidir. Bu caligmada ¢6zim aglarinda nokta sayisi oldukga kisitli tutulmustur. En yuksek
deger 17x17 nokta olarak tutulmustur. Poisson denkleminin ¢ok daha fazla sayida ¢6zim noktasi
Uzerinde c¢Ozilmesi gerektiginde caligilan ydntemlerin tekrar incelenmesinin gerekli olacagi
degerlendirilmektedir.
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