8. ULUSAL HAVACILIK VE UZAY KONFERANSI UHUK-2022-054
14-16 Eyliil 2022, izmir Ekonomi Universitesi, Izmir

SIKISTIRILABILIR EULER DENKLEMLERININ FiZIKLE OGRENEN YAPAY
SINIR AGLARI iLE COZUMU

Atakan Aygun* ve Ali Karakus'
Orta Dogu Teknk Universitesi,
Ankara

OZET

Bu ¢alismamin amact fizikle ogrenen yapay sinir aglar: ile sikistirilabilir Euler denklemlerinin
¢oziimlerinin elde edilebildigini ve stireksizliklerin yakalanabildigini gostermektir. Onciil bir
calisma olarak bir boyutlu zamana bagh bir problemde olusan sokun ilerleyisi tahmin edilmistir.
Hesaplamalar TensorFlow paketi ve icerdigi otomatik tirev alabilme ozelligiyle yapilmastor.
Sinir aglar akisin hizi, basinct ve yogunlugunu tahmin etmekte kullanilmastir ve yogunlukta
olusan sureksizligi dogru bir sekilde yakalayabilmistir.

GIRIS
Kismi diferansiyel denklemlerinin ¢éziimleri miihendislik calismalarinda onemli bir yer
olusturmaktadir. Son donemlerde, bu denklem sistemlerinin ¢oziimiinde makine 6grenmesi
yontemleri, geleneksel niimerik ¢oziimlerin yani sira kullaniimaya baslamistir [Raissi vd., 2017a,b].
Raissi ve ark. tarafindan [Raissi vd., 2019] fizikle 6grenen yapay sinir aglarinin tanitiimasiyla, ileri
(forward) ve ters (inverse) problemlerin ¢oziimiine farkl bir yaklasim gelismistir. Bu sinir aglari,
herhangi bir geometrik ag yapisina ihtiya¢ duymadan, otomatik tiirevilenme [Baydin vd., 2017]
kullanarak, diferansiyel denklemlerin artiklarini hata fonksiyonuna ekleyerek minimize etmeye
calismakta olup, yaygin bir sekilde akis ve i1si transferi uygulamalarinda kullanilmaya baslanmis
[Rao, Sun ve Liu, 2020; Jin vd., 2021; Cai vd., 2022, 2021] ve bu yontem kullanilarak baz
yazilimlar gelistirilmistir [Hennigh vd., 2021; Lu vd., 2021; Zubov vd., 2021; Koryagin vd., 2019;
Chen vd., 2020].

Bu calismada fizikle ogrenen yapay sinir aglan sikistirilabilir Euler denklemlerinin ¢ozimi igin
uygulanmistir. Onciil bir calisma olarak bir boyutlu ve zamana bagli bir sokun ilerleyisi
incelenmistir. Cozum igin olusturulan hesaplama alaninin ve yapay sinir aglarinin detaylari
sunulmus, elde edilen sonuclar gercek ¢oziimlerle kiyaslanmistir.
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YONTEM

Fizikle 6§renen Yapay Sinir Aglan

Asagidaki gosterilen genel bir kismi diferansiyel denklemi diisiinelim.

u; + Nu] =0, xeN, tel0,T] (1a)
u(x,0) = f(x), x €Q (1b)
u(x,t) = g(x,t), x €00, te[0,T] (1c)

N dogrusal veya dogrusal olmayan bir genellestiriimis diferansiyel operatér, x € R? ve t uzaysal ve
zamansal koordinatlardir. 2 ve 0f2 sirasiyla hesaplama alanini ve sinirlari temsil eder. u(x,?)
diferansiyel denklem ¢6ziimiinii, f(x) baslangic kosulunu, g(x,t) ise sinir sartlarini temsil eder.

Kismi diferansiyel denklemin ¢oziimii tam baglantili bir sinir agi ile tahmin edilebilir. Fizikle
ogrenen yapay sinir aglan [Raissi vd., 2019], uzaysal ve zamansal koordinatlari girdi olarak aldiktan
sonra sakli katmanlardan gecirerek bir ¢oziim ortaya cikarir. Bu sakli katmanlar bir onceki
katmandaki degiskenleri girdi olarak alip dogrusal olmayan bir aktivasyon fonksiyonu ile bir sonraki
sakli katmanin girdisi icin bir ¢ikti retir. Bu aktivasyon fonksiyonu o(+):

y; = o(wijzj + bj) (2)

wi j ve b; sirasiyla agirlik ve bias degerlerini gostermektedir ve egitilebilir parametrelerdir. Bu
parametreler kompozit bir hata fonksiyonunu minimuma indirgemek icin degistirilir. Bu hata
fonksiyonu,

L =wpLlp +wrLR +wpcLpc +wicLic, (3)
seklinde yazilabilir. Her bir hata terimi genelde hatalarin karelerinin ortalamasi alinarak yazilabilir:
1 &
Lp=— u(z’, t') — u'|? 4a
b=y D lutat ) ' (42)
1
Lr= —Z]ut+/\/[u(x’,tl)]]2 (4b)
Ne i3
1 Nse o o
Lpo=— u(x’, th) — g(x*, tH))? 4c
Noo ZZ; lu(x’, ') — g(x',t")] (4c)
1 Isc , .
Lio=— u(x’,0) — f(x42 4d
Noo ;I (x*,0) — f(x)] (4d)

Bu hata terimindeki yiiksek dogruluktaki veriden sapma hatasi (Lp), sinir sartlari hatasi (Lpc) ve
baslangi¢ kosulu hatasinin (£;¢) yani sira kismi diferansiyel denklemin artik degerinin de (Lg)
sifira yaklasmasi istenir. Bunun icin gerekli tiirev alma ise otomatik tiirevlendirmeyle yapilir [Baydin
vd., 2017]. TensorFlow [Abadi vd., 2016] ve PyTorch [Paszke vd., 2019] gibi derin 6grenme
paketlerinde bu o0zellik hazir olarak bulunmaktadir. Np, N, Npc ve Ny¢ farkh kayip terimleri icin
kullanilan nokta sayisini, wp, wgr, wpc Ve wyc ise bu hata terimlerinin toplam hata
fonksiyonlarindaki agirliklarini belirtmektedir.

Euler Denklemleri

Sikistirilabilir ve viskoz olmayan akista kiitle, momentum ve enerji korunumu Euler denklemleri ile
modellenebilir. Bu denklemler su sekilde yazilabilir:

U+V-f(U)=0,2€QCR, tel0,T] (5)
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Buradaki terimler ise

p pu
U=|pu]|, fUOU)=| pu*+p
pE u(pE + p)

seklinde gosterilir. p yogunlugu, u bir boyuttaki hizi, p basinci ve E toplam enerjiyi temsil
etmektedir. Bunlar haricinde bir de hal denklemine ihtiyac duyulmaktadir. Bu denklem ise

1
p=( -1 (pE - 2pu2>
seklinde gosterilir. Hava icin v = 1.4 olarak alinabilir.

9:p+ V- (pu)
3(pu) + V- (pu® +p)

91(pE) + V- (u(pE +p))

HATA

Sekil 1: Fizikle Ogrenen Yapay Sinir Aglarinin Sematigi

Sekil 1'de goruldugu gibi fizikle 6grenen yapay sinir aglarn uzaysal ve zamansal koordinatlari girdi
olarak aldiktan sonra sakl katmanlardan gecirerek sikistirilabilir Euler denklemleri i¢in gerekli olan
yogunluk (p), hiz (u) ve enerji (E) terimlerini tahmin eder. Bu degiskenleri sinir sartlarinda ve
baslangi¢c kosulunda yerlerine koyarak oradaki kayiplari hesaplamasinin ardindan tirevlerini
otomatik turevlenebilme ile alarak sikistirilabilir Euler denklemlerini saglamasi icin yerlerine koyar.
Toplam hata fonksiyonu bu hatalarin toplamindan olusur ve bu hata gerekli optimizasyon
algoritmalari ile sifira yaklastirilmaya calisilir. Yeterli bir toleransa ulasildiginda sonug elde edilir.

UYGULAMALAR VE DEGERLENDIRME

Bu ¢alismada bir boyutlu zamana bagli Euler denklemleri fizikle 6grenen yapay sinir aglari ile
¢oziilmistiir. Hesaplama alani [0, 1] arasindadir ve baslangi¢ sarti olarak = 0.5 noktasinda bir sok
yer almaktadir. Sokun sol ve sag tarafindaki baslangic degerleri ise

(pL,uL,pL) = (1.4,0.1, 10), (pR,uR,pR) = (1.0,0.1, 10)

olarak belirtilmistir. Gergek ¢oziimdeki degerler Dirichlet sinir sarti olarak kullanilmistir. Gergek
¢ozum

14 <0.5+0.1¢
plx,t) = { . + " ou(x,t) =01, p(z,t)=1.0

1.0 z>0.5+0.1¢,

seklinde verilmistir.
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Yapay sinir aglarinin egitim asamasi icin sinirlarda 60'ar sinir noktasi, 60 baslangi¢c noktasi ve 1000
hesaplama alani icinde yer alan nokta, latin hiperkiip 6rneklemesi ile secilmistir. Ayrica farkli bir
hesaplamada yapay sinir agina gercek ¢oziimlerden 150 deger de eklenmistir. Bu secim Sekil 2'de
goriilmektedir ve mor renkle belirtilen noktalar gercek degerlerin rastgele bir sekilde secilmesiyle
elde edilmistir. Ag yapisinda 4 sakli katman ve her sakli katmanda 40 sinir hiicresi yer almaktadir.
Optimal parametrelerin hesaplanmasi icin Adam [Kingma ve Ba, 2017] yonteminin 0.001 6grenme
orani ve 20000 yinelemeyle kullanilmasinin ardindan BFGS (Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno)
yontemi kullanilmistir. Aktivasyon fonksiyonu olarak tanh fonksiyonu kullaniimistir. Coziicu Python
uzerinde, TensorFlow paketi kullanilarak gelistirilmistir.
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Sekil 2: Hesaplama alanimin olusturulmas:

Egitim asamasindan sonra 500 x 500 noktalik bir alanda tahmin gerceklestirilmistir. Sekil 3'te
gorildigu gibi sokun ilerleyisi ve yeri dogru bir sekilde tahmin edilebilmistir.
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Sekil 3: 1 Boyutlu sokun ilerleyiginin yapay sinir agiyla tahmini

Egitim asamasinin ardindan yapilan tahminlerde yogunluk, hiz ve basing degerleri elde edilmistir.
Sekil 4 yapilan tahminlerin ¢ = 2.0s zamaninda gercek coziimlerle olan karsilastiriimasini
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gostermektedir. Sag tarafta yer alan sekil 150 gercek ¢oziimle birlikte egitilen sinir agiyla yapilan
tahmini gostermektedir. Yogunluk fonksiyonunda kontak siireksizligi yer almasindan dolayi yapay
sinir aglari bu fonksiyonu tahmin etmekte hiz ve basin¢ fonksiyonuna kiyasla daha az basaril
olabilmektedir. Yapay sinir aglarina gercek ¢coziimin eklenmesi ise bu basari oranini artirmaktadir.
Sekil 5'te gorildiigi gibi hiz ve basing degerlerindeki hatalar cok daha kuciiktur. Seklin alt
kisminda gorildigi gibi gercek verinin eklenmesi ise bu hatalari iyice azaltmaktadir.

N=0 N =150
1.5 . 15 . ! !
= = =PINN - = =PINN
1.4 "‘ Gercek | 1 1.4 Gercek |
13 1 13 1
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[N}
p
: [N}

Sekil 4: Yogunluk, hiz ve basing degerlerinin tahminlerinin ¢ = 2.0s zamaninda gergek ¢6ziimlerle
kiyaslanmasi.
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Sekil 5: PINN c¢oziimlerinin gercek c¢oziimlerle olan farklari. Ust siradaki sekiller herhangi bir
veri olmadan alinan ¢oziimlerin hatasi, alt siradaki gekiller ise 150 verinin verilmesiyle elde edilen
sonucun hatasidir.
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SONUC

Bu calismada fizikle 6grenen yapay sinir aglarinin sikistilabilir Euler denklemlerinin ¢oziimiinde nasil
kullanilabilecegi anlatilmistir. Bir boyutlu zamana bagh bir problemin ¢oziimu bu aglarin kullanimi
icin oncil bir calisma olarak ele alinmistir.Olusan sonuclarda, yogunlukta olusan siireksizligin
yakalanabildigi gozlemlenmistir. Hiz ve basing fonksiyonlari ise siirekli fonksiyonlar oldugundan
bunlar i¢in yapilan tahminlerdeki basari daha yuksektir. Bu tahminin dogrulugunu artirmak icin
rastgele gercek ¢coziimlerin secilmesi ve bu noktalardaki hesaplamanin bu degerlerle kiyaslanmasi
denenmistir. Yapay sinir aglarinin hata fonksiyonuna eklenen bu fazladan hata terimi tahminlerin
dogrulugunu artirmis, kontak siireksizliginin daha keskin bir sekilde yakalanmasi saglanmistir.
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