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OZET

Daha onceki ¢alismamizda [Ladan-Baki vd., 2019] “Yalnizea A¢r Verisi Ile Yéringe On Be-
lirleme” yontemlerinden (bu noktadan sonra “sadece-a¢r yontemleri” olarak adlandirilacaktir)
olan Laplace yontemini Doppler ol¢uminden elde edilen uzaklk degisimi verisinin katkist
ile degistirerek analitik bir denklem elde etmistik. Bu denklemi kullanarak belirledigimiz
senaryolar i¢in yaptigimiz hesaplamalarda elde ettigimiz sonuclary Laplace yontemi, Gauss
yontemi ve Laplace yonteminde Escobaln degisikligi (bundan sonra “Escobal yontemi” olarak
adlandirilacaktir) ile kwyaslayarak benzer sonuglara ulastigimize gostermistik. Ne var ki, Laplace
yontemi kokenli olan bu yaklasimda da temelde gozlenen cismin yer gézlem noktasina gore bagil
konum vektoriine ait yon vektoruniun zamana bagly birinct ve ikinci tiurevlerinin hesaplanmasinda
kullanilan “ara deger bulma” (interpolasyon) isleminden kaynaklanan hassasiyet problemleri bu-
lunmaktadir. Bu calismada bu problemin ¢ozimi icin farkl yaklasimlar gelistirilmistir.
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baslamistir. Gezegenlerin ve yildizlarin astronomik tablolarinin olusturulmasi cabalari ile yiizyillar
boyunca ¢ok sayida yoriinge belirleme yontemi gelistirilmistir. Tim bu yontemler, yaklasik son
altmis yildir gerceklestirilmekte olan binlerce uzay misyonu ile ¢ok genis bir uygulama ve gelisme
alanina sahip olmustur.

Gok cisimlerinin optik gozlemlerine dayanan sadece-a¢i yontemleri, yoriinge on tayini igin
yuzylllardir kullanilan kokli ve giivenilir yontemlerdir. Bu yontemler arasindan Laplace yontemini
[Klokacheva, 1991; Vallado, 2007] ve Gauss yontemini ele alalim [Curtis, 2013]. Bunlar, her ne
kadar koklu yontemler olsa da, bilgisayar ve yazilim teknolojilerindeki ve sayisal yontemlerdeki
gelismeler sonrasinda sayisal yaklasimlarla daha uyusumlu olan bazi alternatif yontemler ortaya
ctkmistir. Ornek olarak Gooding [Gooding, 1990], yalnizca agi verisi kullanilarak ele alinan Laplace
yontemini veya Gauss yontemini, farkli zamanlarda elde edilen iki yer merkezli konum vektoru
olgimiini kullanan Lambert problemine (bu problemin klasik bir tasviri i¢in bkz. [Curtis, 2013] )
doniistiiren bir yaklasim one stirmustdr.

Bu calismada, Doppler élctimlerinden gelen uzaklik degisimi verisi ile elde edilen analitik ifade
kullanilarak gerceklestirilen yoriinge on tayininde interpolasyon kaynakli hassasiyet probleminin
¢ozumi uzerinde durulmaktadir. Bu minvalde, ilk olarak kisaca Laplace yontemini tanitacagiz.
Daha sonra uzaklik degisimi verisini tasviri yapilan problemi bozmadan ekleyerek yontemin nasil
guncellendigini inceleyecegiz. Bu, Laplace yontemine uygulanan sayisal bazli bir degisiklik ile
¢Oziilen standart bir karma veri yoriinge on tayini problemidir [Escobal, 1965]. (Yakin zamanh bir
sayisal yaklasim icin ayrica bkz. [Yanez vd., 2017] ) Biz burada, Gibbs yontemindeki [Curtis, 2013]
ruhu takip ederek, problemi analitik bir yaklasimla ele aliyoruz ki Gibbs yontemi temelde Lambert
probleminin, fazladan bir konum vektori verisi eklenmis bir uzantisi seklinde distinilebilir. Son
olarak, problem uygun bir kisita uymaya zorlanarak ve bir dizi diferansiyel diizeltme uygulanarak
hassasiyet problemlerine ¢oziim gelistirilmektedir.

YONTEM

Diinya lizerinden yapilan agisal gozlem, gozlenen cismin (bu ister bir uydu olsun ister bir gok cismi)
gozlemciye gore yoniinii tayin eden iki agisini belirlemek demektir. Bu agilari ifade etmeden nce
kullanilacak olan referans cercevesi lizerinde duralim. S6z konusu gozlem diinya yiizeyi lizerinden
yapildigi icin, agilar baslangi¢c noktasi diinya yiizeyinde bulunan bir toposentrik referans
cercevesinde olemek mumkindir. Bu referans cercevesi ise iki sekilde secilebilir: toposentrik
ekvatoral cerceve ya da toposentrik ufuk cercevesi. En genel haliyle gézlenen cismin konum vektorii
yer merkezli ekvatoral cercevede yazildigi icin bu noktada toposentrik ekvatoral cerceveyi
kullanmak daha iyi olacaktir. Sonug olarak, baslangicta bahsettigimiz iki aciyi toposentrik yiikselme
agist, v, ve toposentrik dik aciklk agisi, 0 , seklinde ifade edebiliriz (bkz. Sekil 1). Bagil konum
vektorini p seklinde gosterirsek, bu vektorlin yoniini tayin eden p birim vektoriini « ve ¢
cinsinden su sekilde ifade edebiliriz:

p = cosdcosal + cosdsinaf + sin 0K, (1)

Bagil konum vektoriiniin bulyukliigi verev uzaklik olarak adlandirilir ve p ile gosterilir. Ote yandan,
yer merkezli konum vektoriinii 7 ile gosterebiliriz. Yer merkezli referans sistemi, merkezi Diinya'nin
merkezinde bulunan ve Dinya ile birlikte donmeyen ve dolayisiyla iki-cisim problemimizde eylemsiz
olarak kabul edebilecegimiz bir referans sistemidir. 7 vektoriinii gozlemcinin yer merkezli referans
sistemine gore konum vektoru olan R vektorii, verev uzaklik p ve toposentrik yon vektori p
cinsinden su sekilde ifade edebiliriz: B

7 = B + pifis 2)
Burada i gozlemin yapildigi farkli zaman dilimlerini temsil etmektedir (Sekil 2). (")rneéin, Laplace
yonteminde ii¢ farkli anda gozlem verisi gerekmektedir. Bu veri, gozlem yapilan andaki « ve §
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X

Sekil 1: Gozlenen Cismin Toposentrik Ekvatoral Cercevedeki Acisal Konumu

acilarinin optik gozlem ile belirlenmesi seklinde olabilir. Bu li¢ farkli andaki gozlemler Diinya
tizerinde ayni bolgeden yapilabilecegi gibi farkli bolgelerden de yapilabilir. Verilen herhangi bir

Sekil 2: Gozlenen Cismin ve Gozlem Noktasiin Ug¢ Farkli Gozlem Aninda Birbirlerine ve Yer
Merkezine Gore Konumlarinin Geometrisi

gozlem zamanina denk gelen gozlemci konum vektoru ﬁz nin tayin edilebilir oldugunu unutmamak
gerekir. O andaki toposentrik yon vektorii p; ise (1) aracihigi ile elde edilebilir. Dolayisiyla (1)'den
geriye verev uzaklik p; ve yer merkezli konum vektori 7; bilinmeyen olarak kalir. Yoriinge 6n
belirleme isleminin tamamlanmasi icin yer merkezli konum ve hiz vektorlerinin bulunmasi
gerekmektedir. Bu noktada, sirasiyla Laplace yontemi, Escobal yontemi ve bizim bu ¢alismada
Laplace yontemi tizerinde yaptigimiz degisiklikleri incelemek yerinde olacaktir.
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Laplace Yontemi

Bu béliimde, Vallado'nun [Vallado, 2007] Laplace yontemi konusundaki bélimii takip edilmektedir.
Ilk olarak, iki-cisim probleminin hareket denklemini hatirlayalim:

=L (3)

Burada p Diinya'nin standart kiitlegekim parametresini temsil etmektedir. Ote yandan, Sekil 2'de
acik bir sekilde goriildiigu lizere gozlenen cismin yer merkezli konum vektorini su sekilde ifade
edebiliriz: B

(t) = R(t) + p(t)p(2), (4)
(4)'lin zamana gore birinci ve ikinci mertebeden tirevlerini alarak gézlenen cismin sirasiyla yer
merkezli hiz ve ivme vektorlerini elde ederiz:

P(t) = 7= R+ pp+pp, (5)

o~

F(t) =a@ = R+ pp+20p + pp, (6)
(3) ve (6)'y1 birlestirerek yeniden diizenlersek
po+20p+p (p+ 55p) = —E- LR, (7)
oldugunu goriiriiz. (7)'de yer alan gozlem noktasinin ivme vektori ﬁ basitce
R=0xR, (8)

ve . .

fizQXRzﬁX(ﬁXﬁ), 9)
denklemleri ile elde edilebilir. Burada Diinya'nin agisal hiz vektorini temsil etmektedir.
Yontemin merkezinde bulunan ara deger bulma islemi asagidaki denklemler araciligi ile
yapiimaktadir.

(t—t2)(t—t3) . (t—t)(t—t3) . (t—t1)(t —t2)

P = (t—ta) (b —t3) ' (ta— ) (ba—t3) " (ts — t1)(b3 — t2) ™ (10)
S 2ty —ty o —t) —t3 . 2 — 1 — 1o

P = (1 — t2) (1 — 1) " (t2 — 1) (t2 — 13)" " (b3 — t1)(t3 — 12)"™ 1D
H(t) = 2 1+ ° i + ° 2 (12)
U= )t — )" (=)t —ts) " (5 —t)(ts — 2)"

Yontemin geri kalani, (2)'de i¢ ¢arpim uygulayarak 7 icin elde edilen ifadeyi iki-cisim problemi
hareket denklemi (3)'te r'nin yerine koyarak cikan denklemi p icin ¢dzmekten ibarettir. Ayni islem
p icin de uygulanarak elde edilen degerler (4)'te ve (5)'te yerine konularak ikinci zaman adimina ait
olan durum vektorleri ve boylece on yoriinge belirlenmis olur. Burada belirtmemiz gereken onemli
bir nokta bulunmaktadir. Verev uzaklik p'yu elde etme islemi iterasyona dayali bir siire¢ olup bu
esnada yer merkezli konum vektorii 7 nin blytkligu olan r'de sekizinci dereceden bir polinom
denklemi ¢oziilmektedir. Dolayisiyla birden fazla gercel kok elde edilebilmektedir ve bunlar
arasindan hangisinin dogru kok oldugunu belirlemek ayrica bir hesaplama maliyeti demektir.
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Gauss Yontemi

Acisal momentumun korunumundan &tiirli yer merkezli konum vektorleri 7;'ler ayni diizlemde (yani
yoriinge diizleminde) yer almaktadir. Bu yiizden, dogrusal olmayan yer merkezli konum vektorleri
icin 7;'lerden herhangi biri diger ikisinin dogrusal bilesimleri seklinde yazilabilir:

Ty = c171 + 373, (13)

llaveten, Lagrange katsayilar kullanilarak 7 ve 73vektorleri orta zaman dilimine ait durum
vektorleri cinsinden su sekilde yazilabilir:

71 = fiT2 + g172, (14)
73 = f3r + gats. (15)

Bu ¢ vektor denklemini kullanarak ilk olarak c; and c3 katsayilarini Lagrange katsayilari cinsinden
yazmak mumkiindir. Daha sonra, Lagrange katsayilarini 7, = t9 — t1 ve 73 = t3 — t9 zaman
dilimlerinde acarak ve genis olcude etkili bir vektor cebri uygulayarak orta zaman dilimindeki durum
vektorleri elde edilebilir. (Gauss yonteminin ayrintili bir incelemesi igin bkz.[Curtis, 2013]).

Laplace Yonteminde Escobal’in Degisikligi

Literatiirde verev uzaklik degisiminin bilindigi varsayimina dayanan yontemlerden birisi Escobal
tarafindan o6ne siriilmistiir [Escobal, 1965]. Bu yontem (7)'nin p ile i¢ ¢arpiminin alinmasi yoniiyle
Laplace yonteminden ayrismaya baslar. Bu i¢ carpim ile

v w5 . A 2 A B

—Sp—5p R=p+pp-p+p-R, (16)

r r
denklemi elde edilir. Bununla birlikte, p - ﬁ = 0 denklemi ve bu denklemin zamana gore birinci
mertebeden tiirevi olan - p = —p - p denklemi kullanilarak (16)

PO M . .= [V
(p-p—g)p:erp-RJrgp-R, (17)

seklinde yazilabilir. Boylece ara deger bulma isleminden elde edilen ve hassasiyet probleminin
kaynaklarindan birisi olan p terimi denklemlerden elenmis olur. (17) diizenlenerek ikinci zaman
adimina ait olmak tizere

A+ 5
_ e 18
P=oxD (18)
yazilabilir. Burada A,B,C ve D
A=p+p-R B=pp-R,C=p-p, D=—p, (19)

ifadelerine denktir. Laplace yonteminde oldugu gibi (18)'i ¢6zmenin bir yolu p icin bir deger kabul
edip iteratif bir siire¢ ile ¢oziime ulasmaya calismaktir. Bir diger yol ise yine (2)'de i¢ carpim
uygulayarak r icin elde edilen ifadeyi iki-cisim problemi hareket denklemi (3)'te 7'nin yerine koyarak
cikan denklemi p icin ¢ozmektir. Laplace yonteminde oldugu gibi, yine sekizinci dereceden bir
polinom denklemi elde edilecek ve Newton-Raphson benzeri iteratif bir siirec sonrasinda birden
fazla gercel kok elde edilmesi halinde dogru kok belirlendikten sonra durum vektorlerine ulasilarak
yoriinge belirlenmis olacaktir.

Laplace Yonteminde Bu Calismada Onerilen Degisiklik

Her bir gozlem zaman adiminda Doppler olcimlerinden elde edilen verev uzaklik degisimi verisini
ara deger bulma isleminde su sekilde kullanabiliriz:

(t—to)(t—ts) . (E—t)(t—ts) . = (E—t){t—1)

(t—to)(t— )" (2 — ) (b — 1) (5 — t1)(t3 — b)) (20)

p(t) =
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Tablo 1: UUT icin 29 Agustos 2019 Tarihli, 19:59:10 (UTC+0) Ammna Ait Iki-Satir Veri Seti

1 25544U 98067A 19241.83275787 .00001839 00000-0 39700-4 0 9998
2 25544 51.6448 355.9501 0007912 342.5346 99.5642 15.50401679186686

Tablo 2: Incelenen Senaryoya Ait Aq ve Uzaklik Degigimi Verisi

Zaman (UTC+03:00) a J p (km/s)
05:04:17 355.780° | 64.0511° | 3.46074 x 1073
05:05:17 135.154° | 72.1947° 4.69583
05:06:17 151.300° | 52.7665° 6.29005

Bu ifadenin zamana gore birince mertebeden tiirevini alirsak

(2t —ty —t3) . (2t —t; —t3) . (2t —t; — t)
(th—ta)(ts —t3)" " (o —t1)(ta—ts) 2 (s — t1)(ts3 — 12

p(t) = )p's, (21)
Daha sonra j(t = t3) degerini (7)'de yerine koyduktan sonra elde ettigimiz ifadenin R x j ile ic
carpimini alirsak

2p(1?2><;3) p+p(R><p) p= (ﬁxﬁ)-é, (22)
ifadesini elde ederiz ki bu denklem p icin ¢oziiliirse
(Exﬁ) -§+2p<}?><;3> b
p=— = " ;
()

denklemine ulasilir. Bu ¢oziim tek koklu bir ¢oziimdir ve bu acidan islem maliyetini disurmektedir.
Bu noktada p ve p degerlerinin gozlemler araciligi ile bilindigini unutmamak gerekir. Ayrica R
vektoru de gozlem yapilan merkezin bilinen yer merkezli konum vektortidiir ve gozlem merkezinin
eylemsiz ivmesi R vektorii ve Diinya'nin agisal hizi araciligi ile kolaylikla hesaplanabilir. Denklemin
sag tarafinda kalan terimler, li¢ agisal gozlem verisini iceren Lagrange ara deger bulma formilu ile
hesaplanabilen ,6 ve /3 vektorleridir. Dolayisiyla p direkt olarak (23) denkleminden hesaplanabilir.

(23)

Laplace yontemi bazli bu yontemde hassasiyet probleminin kaynaginin ara deger bulma stirecinden
kaynaklandigini soylemistik. Bu noktada sistem iizerinde dogru bir kisit konularak ve diferansiyel
diizeltme islemi uygulanarak yontemde iyilesme elde edilmesi miimkiindir. Bahsi gecen kisit su
sekilde uygulanabilir: p-p = 0 oldugu icin ve bu iliski p ve p vektorlerinin birbirlerine dik olmalarini
gerektirdigi icin ara deger bulma islemi sonucu elde edilen j vektoruni bu diklik bagintisina uymaya
zorlayarak ara deger bulmadan kaynaklanan hassasiyet problemini iyilestirebiliriz. Sistem (lizerinde
uygulanan diklik kisiti ve diferansiyel diizeltme islemi takip eden boliimde irdelenecektir.

UYGULAMALAR

Bu calismada gozleme dayali ol¢lilmis veriye sahip olmadigimiz i¢in gozlemden ve Doppler
olclimlerinden gelmesini bekledigimiz a¢i ve uzaklik degisimi verilerini space-track.org ag
sayfasindan elde ettigimiz iki-satir veri setini (TLE) bir periyot boyunca ortalamasi alinmis J2
tedirgemesini de iceren iki-cisim ilerletici kodunda kosturarak elde ettik. Bu amacla Uluslararasi
Uzay istasyonu’nun 30 Agustos 2019 tarihinde 05:02:43 ve 05:07:27 yerel saatleri arasinda
(UTC+03:00) Ankara lizerinden goriiniir gecisine ait olan iki-satir veri setini kullandik. S6z konusu
iki-satir veri seti Tablo 1'de, bu veri setinden elde edilen acilar ve verev uzaklik degisimi verisi ise
Tablo 2'de sunulmustur. Bu senaryo icin farkli yontemlerle elde edilen sonuglar klasik yoriinge
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Tablo 3: Yoriinge On Tayini Yontemleri ve J2 Tedirgemeli Iki-Cisim Ilerleticisi Kullamlarak
Elde Edilen Klasik Yoriinge Elemanlarinin Kargilagtirilmas:

e Q i w 0 a (km)

J2 Tedirgemeli Tlerletici | 7.91200 x 10~* | 354.690° | 51.6448° | 343.474° | 1.37510° | 6793.7
Laplace 0.205860 354.815° | 51.9918° | 55.5807° | 6.96502° | 8601.7
Escobal 0.465929 356.064° | 52.7186° | 52.0742° | 9.97379° | 12809

Bu ¢aligmada elde edilen 0.668597 354.754° | 52.4905° | 58.6458° | 4.59752° | 20875

Tablo 4: Yoriinge On Tayini Yontemleri ve J2 Tedirgemeli Iki-Cisim Tlerleticisi Kullanilarak
Elde Edilen Durum Vektorlerinin Kargilagtirilmas:

—

7

—

v

J2 Tedirgemeli Ilerletici

3493.2,3422.1,4714.5

—6.5436, 2.8337, 2.8002

Laplace

3478.1,3437.0,4782.1

—7.1006, 3.1278, 3.1648

Escobal

—7.6696, 3.4182, 3.7879

Bu caligmada elde edilen

( )
( )
(3466.9, 3448.2, 4831.4)
(3449.8, 3465.2, 4906.4)

Py P Py Py

—8.3051, 3.6302, 3.7202

— | — | — [ —

elemanlarinin karsilastirilmasi suretiyle Tablo 3'te, durum vektorlerinin karsilastirilmasi suretiyle ise

Tablo 4'te verilmistir.

Bu calismada sunulan yontemin en onemli ¢iktisi tek koklii olmasidir. Ne var ki Sonuglar kisminda
da gorildiigu lizere bu yontemin dogrulugu kiyaslanan diger tiim yontemlerden daha azdir. Bu da
yontemde gelistirilmesi gereken noktadir. Ik iyilestirme p - ;3 = 0 kinematik kisitini uygulayarak
gerceklestirilebilir. ,5 vektorl ornegin ikinci zaman noktasinda kesin (tam dogru) bir degere sahip
olmadigindan ve ara deger bulma fonksiyonu (11) kullanilarak hesaplandigi icin j (t2) - p (t2) = 0
kisitinin saglanacagi garanti degildir ve genellikle de saglanmaz. Kodda [3 L p diklik kisitini
uygulamak igin f)vektérijnﬂn p bilesenini basitce

preni (12) =  (t2) = (t2) [ (t2) - 5 (12)]

yazarak eleyebiliriz. Burada ﬁyeni (t2) - p (t2) = 0 denklemi tanim geregi saglanmaktadir.

Kinematik kisit koda eklendiginde elde edilen sonuclar Tablo 5 ve Tablo 6'da verilmistir. Bu

sonuglarda kinematik kisitin bazi parametreler icin sonucu iyilestirse de diger bazi parametrelerde
bozulmalara neden oldugu goriilmektedir.

;:) ve ,6 vektorleri toplamda alti adet bagimsiz skaler ile temsil edilebilen ti¢c boyutlu vektorlerdir.

A~

p - p = 0 kinematik kisitini kullanmak bu alti skalerden birini diger besine gore sabitlemektedir.

Birinci ve sonuncu zaman noktalarindaki acisal gozlemler bu geriye kalan bes skalerden dordint
sabitleyecek sekilde bir diferansiyel diizeltme plani uygulanarak ikinci bir iyilestirme elde edilebilir.
Bu tiirden bir plan insa etmek icin ilk ya da son zaman noktasindaki yikselme acisi a ve dik acikhk

Tablo 5: ,6 1 p Kinematik Kisit1 Uygulanmasindan Sonra Klasik Yoriinge Elemanlarinin

Kargilagtirilmasi
e Q ) w 0 a (km)
J2 Tedirgemeli Tlerletici | 7.91200 x 10~* | 354.690° | 51.6448° | 343.474° | 1.37510° | 6793.7
Laplace 0.0780995 350.652° | 50.3982° | 140.781° | 284.374° | 7014.9
Escobal 0.298078 351.688° | 51.1016° | 76.0233° | 348.853° | 9774.9
Bu ¢aligmada elde edilen 0.421337 350.647° | 50.9532° | 78.1409° | 347.647° | 11888
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Tablo 6: ,6 1 p Kinematik Kisit1 Uygulanmasindan Sonra Durum Vektorlerinin Kargilagtirilmasi

r v
J2 Tedirgemeli Ilerletici | ( 3493.2, 3422.1, 47145 ) | ( —6.5436, 2.8337, 2.8002 )
Laplace (1 3478.1, 3437.0, 4782.1 ) | ( —6.8571, 2.8856, 2.0952 )
Escobal (1 3461.4, 3453.7, 4855.7 ) | ( —7.6065, 3.2194, 2.5854 )
Bu calismada elde edilen | ( 3449.8, 3465.2, 4906.4 ) | ( —8.0188, 3.3454, 2.4629 )

acisi § degerlerinin ﬁve ﬁ vektorlerini temsil eden x ve y gibi iki skaler degiskene bagh oldugunu
disiinelim. O halde, @ = a/(x,y) ve 6 = 0 (z,y) ifadeleri su sekilde birinci dereceden Taylor serisi
acthmlarina sahip olacaktir:

oo Ox

a(z,y) = oo (70, %0) + - (v — o) + (¥ — o), (24)
O {1, 40) Y | (zo.40)
06 00

§ (z,y) =~ 0o (zo,y0) + == (x —z0) + o (¥ — o) - (25)
Ox (z0,y0) dy (x0,y0)

x ve y degiskenlerinin gecerli degerleri olan (xq,yo) ikilisine karsilik gelen («v, dp) degerlerinin ¢;
anlarinda (i = 1,2, 3) gozlemden elde edilen («;, d;) degerleriyle uyusmadigini disiinelim. Bu
noktada (z,y) ikilisini dyle bir giincellemek istiyoruz ki karsilik gelen (a, 0) degerleri gézlemden
elde edilen («;, d;) degerlerine esit olsun. Yani, 0a = a — «; =0 ve §6; = § — §; = 0. O halde (24)
ve (25) Taylor agilimlari da ve §4 igin su sekilde yeniden yazilabilir:

oo Oa

da=a—a; ~dag+ — o + — 0y, (26)
Oz (w0,Y0) 9y (z0,y0)

55:5—51%5504—@ 5x+@ 0y, (27)
Oz (x0,y0) Ay (%0,%0)

Ya da matris gosterimi ile

<50z>:<5a0>+ %7%?:%4 (53:)
seklinde yazilabilir. Burada (dz, dy) ikilisi giincellenmis (z,y) degerleri ile gegerli (2o, yo) degerleri

arasindaki fark seklinde tanimlanmistir. Yani, dx = x — z¢ ve dy = y — yo. O halde soyle bir soru
glindeme gelmektedir: (dx, dy) ikilisindeki giincelleme nasil olmali ki (dcv, d9) = (0, 0) esitligi

saglanabilsin?
(0) =) (% 8).(5)
0 000 % g—y . oy )’
Bu denklem (0x, dy) icin su sekilde ¢oziilmelidir:
-1
( ox ) _ ‘3—3 %Z; ( dag )
oy % g—y . 06y )

(0x, dy) ikilisinin giincellenmesi gereken miktarlar bulunduktan sonra, giincellenmis (z,y) degerleri
basitce su sekilde bulunur:

T =1x0+ o,
Y =yo+0y.
8
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Boylece, t1 ya da 3 zaman noktasindaki gozlemlerden birisi dahil edilerek iki skaler degisken
giincellenmis olur. Daha sonra, diger zaman noktasindaki gozlemler de dahil edilerek p ve p
vektorlerini temsil eden iki skaler degisken daha giincellenebilir.

Diferansiyel diizeltme planini uygularken ilk zaman noktasinda z degiskenini p - ﬁ = 0 kinematik
kisitini uygulayarak p vektoriine dik bir vektor haline getirilmis olan p vektériinin biytklugi olarak
sectik. y degiskeni icin de p vektoriine

(5+4)

%

9

yoniinde bir bilesen sunduk. Bu bir nevi j vektoriinii j vektdrii etrafinda déndiirmek gibi
dustinulebilir. ﬁvektérﬂnﬂn tim bilesenlerini ilk zaman noktasinin gozlem verisi ile diizelttikten
sonra ﬁ vektoruntin iki bilesenini giincellemek igin son zaman noktasindaki gozlemleri kullaniyoruz.
5vekt6rﬂnﬁn iki bilesenini belirlemek icin 5vekt6rﬂnﬂ su sekilde ayristiriyoruz:

p=(pp)o+ i1

Burada tamim geregi p L p, diklik kosulu bulunmaktadir. 2 degiskenini z = ‘ﬁj_’ seklinde

seciyoruz. y degiskeni icin ise f)j_ vektoriine su yonde bir bilesen tanimliyoruz:

(ﬁ X PJ_)
‘/3 X f&‘
Bu da bir nevi | vektoriinii p vektorii etrafinda déndiirmek gibi diisiiniilebilir. Bu iki giincelleme

adimini iteratif bir sekilde uygulayarak orta zaman dilimindeki durum vektorii icin daha iyi
tahminler elde edilebilir.

Diferansiyel diizeltme planini uygularken (c, 6) agilarinin tiirevlerini sayisal bir sekilde belirledik.
Ornegin, dik aciklik agisi « igin

Jda _« (1.01z0, yo) — v (x0, yo)
0T | (45 40) 0.01z¢ ’
Oa _ a(xo,1.01y0) — o (x0,%0)
Y | (z0.0) 0.01yo

Burada « degerleri orta zaman noktasindaki durum vektorlerinin degerlendirmeye tabi olan zaman
dilimine, yani ilk ya da son zaman dilimine, ilerletilmesi ile hesaplanmaktadir. Ek olarak, sayisal
stabiliteyi saglamak adina bir iterasyon adimindaki (dz, dy) glincellemeleri (0.01z¢, 0.01yp)
degerlerinden biiyiik olursa, giincellemeler en biiyiik giincelleme miktari dx ve dy degerlerinden
hangisinin daha biiytk olduguna bagh olmak tizere 0.01xg ya da 0.01yg diferansiyel adimina esit
olacak sekilde diizgelenmektedir (normalizasyon).

Diferansiyel diizeltme plani uygulandiginda, Laplace yonteminin Gauss yontemi de dahil biitiin
yontemler icerisinde en hassas sonuclari verdigi gozlenmistir. Ancak sadece a¢i gozlemleri tizerinden
diizeltmeler yapan bu plan Escobal yontemi ve bu ¢alismada gelistirilmis yontem icin
uygulandiginda yakinsayan sonuclar vermemistir. Bunun temel sebebinin, Escobal yontemi ile
gelistirilmis olan yontemin verdigi yoriinge on tayin sonuglarinin diferansiyel diizeltme plani icin
yeterince yakin ilk sonuglar tiretmemesi oldugu diisiiniilmektedir. Laplace yontemi icin elde edilen
sonuclar Tablo 7 ve Tablo 8'de sunulmustur.

9
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Tablo 7: Diferansiyel Diizeltme Plani Uygulandiktan Sonra Elde Edilen Klasik Yortinge Ele-
manlarimin Karsilagtirilmasi

e Q i w 0 a (km)
J2 Tedirgemeli Ilerletici | 7.91200 x 10~* | 354.690° | 51.6448° | 343.474° | 1.37510° | 6793.7
Laplace 7.48344 x 107* | 354.688° | 51.6466° | 345.592° | 1.33809° | 6793.8

Tablo 8: Diferansiyel Diizeltme Plani Uygulandiktan Sonra Elde Edilen Durum Vektorlerinin
Karsilagtirilmasi

— —

T (%
J2 Tedirgemeli llerletici | ( 3493.2, 3422.1, 4714.5 ) | ( —6.5436, 2.8337, 2.8002 )
Laplace (134935, 3421.7, 4714.5 ) | ( —6.5437, 2.8337, 2.8003 )
SONUC

Bu calismada, Laplace yontemini takip ederek karma veri probleminin ¢oziimu igin tek kokli
analitik bir ifade elde ederek yoriinge on tayinini gerceklestirme tizerinde durduk. Laplace
yonteminden, Doppler olclimleriyle gelen verev uzaklik degisimi verisini ara deger bulma islemine
koyarak gozlenen cismin verev uzaklik degerini bulmaya yarayan tek koklii analitik bir ifade elde
etmek suretiyle ayristik. Ayrica, Laplace yonteminde ara deger bulma islemi ile elde edilen gozlenen
cismin toposentrik hiz yon vektoriindeki ve toposentrik ivme yon vektoriindeki hassasiyet
problemlerini ¢ozmek icin diklik kisiti ve diferansiyel diizeltme islemleri kullanilmasini 6nerdik. Bu
islemler sonrasinda soz konusu vektorlerde iyilesme gerceklesmis ve bu da durum vektori ve klasik
yorlinge elemanlar sonuglarina yansimistir. Kinematik kisitin bu ¢alismada bahsi gecen
uygulamasinin elde edilen sonuclarda bazi parametreler icin gelistirme saglamasina ragmen
bazilarinda hassasiyeti distirdigii gozlenmistir. Diferansiyel diizeltme uygulamasi ise sadece
Laplace yontemi i¢in sonu¢ vermis ve bu sonug elde edilen en hassas yoriinge belirlemesi olmustur.
Ancak, diferansiyel diizeltme plani karma veri yoriinge belirleme yontemlerinde yakinsayan sonuclar
vermemistir. Takip eden calismalarda karma veri yoriinge belirleme yontemleri icin diferansiyel
duizeltme planlarn gelistirilecektir.
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