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OZET

Sonlu elemanlar ybéntemi kullanilarak Mathematica programi yardimiyla katlamali plakalarin ve
kabuk yapilarin analizi yapilmis olup elde edilen sonuglar NASTRAN paket programindan ve
literatiirden elde edilen veriler ile kiyaslanip kabuk yapilarin en iyi hangi yéntemle modellenip
¢bzlilecegi konusunda bu ¢alismanin yol géstermesi amaglanmistir. Basit kabuk yapilar igin elde
edilen sonuglar neticesinde daha kompleks yapida olusturulacak olan kabuk yapilar i¢in en uygun
modelleme ydntemlerinin belirlenmesine katki saglamistir.

GiRiS
Analitik ydontemler cok dnemli olmasina ragmen, karmasik kabuk yapilarinin matematiksel
modellerini gézmek icin sayisal modellerin kullaniimasi tasarim surecinde dnemli bir bilesen haline

gelmistir. Sonlu elemanlar yontemi, kabuklarin analizi i¢in temel sayisal ydontem olarak
kullanilmaktadir [Bucalem,1997].

Bir kabuk bir plakanin diizlemsel olmayan bir yuzeye uzatiimasi olarak digunulebilir. Duzlemsel
olmama durumu egilme ve kayma kuvvetlerine ek olarak eksenel (membran) kuvvetleri meydana
getirir ve boylece daha yuksek yapisal mukavemet saglanmig olur. Kabuk yapilar gok iyi derecede
hafif ve kolay uretim 6zelliklerine sahip olmasi nedeniyle havacilik, otomobil ve gemi sektorlerinde
yaygin olarak kullaniimaktadir.

Kabuk yapisi degisen agilarla birbiri ardina eklenmis bir¢cok plakadan olusmaktadir. Bu ¢alismada
birbiri ardina eklenmis plakalar kullanilarak olusturulan kabugun yapisal olarak incelenerek dogal
titresim frekanslarinin belirlenmesi ve ¢calismanin sonucunda elde edilen verilerin bir paket
programdan ve literatiirden elde edilen veriler ile kiyaslanarak havacilik sektériine katkida
bulunmasi amaglanmaktadir.

PLAKA TEORILERI VE KABUKLAR

Bu ¢alismada Reissner-Mindlin ve Kirchhoff plaka teorileri kullanilarak sonlu elemanlar yontemi ile
calismalar yapilmigtir. Plaka kalinh@i plakanin diger boyutlarina gére ¢ok kigik olan plakalar ince
plaka olarak adlandiriimaktadir. Fakat L/h orani daha kigukse (L/h<10) plaka kalin plaka olarak
adlandiriimaktadir [Petyt, M., 2010].

Kirchhoff plaka teorisinde yapilan temel kabuller asagdidaki sekilde verilmistir.
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e Kalinligi diger uzunluk dlgulerine gore gok daha ufak olan duz kati bir plaka
tanimlanmahdir.

¢ Orta duzleme ait noktalarda yer degistirme sifirdir (z=0). Diger bir deyisle orta dizlemdeki
noktalar sadece dikey yonde hareket edebilir (u=v=0).

e Orta duzleme dik noktalar ayni dikey yer degistirmeye sahiptir.

e Duzlem gerilme kabulu yapilmigtir.

e Orta duzleme dik duz bir gizgi deformasyondan énce ve deformasyondan sonra hem diiz
hem de diuzleme dik bir sekilde kalacaktir [Oate, E., 2013].

ALY

Sekil 1: Bir plakanin geometrik tanimi [Onate, E., 2013]

Kabuk kinematik ve gerilme kosullari igin kullanilan varsayimlar Reissner-Mindlin plaka teorisinin
genellestiriimesinden elde edilmistir. Sekil 2, analiz edilecek tipik bir kabugu gostermektedir.
Kabugun kinematigi, kabugun orta yuzeyinin hareketi ve orta yuzeyin her bir malzeme noktasi i¢in
tanimlanan bir vektorin hareketi ile tanimlanir: vektérin orijini kabugun orta yiizeyindedir ve
genellikle vektdr baslangigta bu orta ylizeye normaldir. Kabuk deformasyonlari sirasinda vektér
Otelenir ve doner, ve baslangicta kabugun orta yuzeyine normalse 6yle kalmayabilir
[Bucalem,1997].

Reissner-Mindlin teorisi baz alinarak modellenen kabuklarda; teorilerin homojen ve izotropik
plakalarda orta ylUzeyi refarans dizlem olarak kabul etmesi ve eksenel gerilmelerin bu yluzeyde
sifir kabul edilmesinden dolay! her digum igin 3 serbestlik derecesi kullaniimistir. u ve v eksenel
yer degistirmeler, w duzleme dik yer degistirme ve 6, ile 6, donme etkileri arasindaki baginti

asagidaki sekilde yazilabilir [Onate, E., 2013].

u(x,y,z) = z6,(x,y) 1)

U(x,y,Z) = —ZHX(X,Y) (2)
w(x,y,z) =w (3)
2
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Kabuk
kalinlig

Sekil 2: Tipik bir kabuk parcasi [Bucalem,1997]
YONTEM

Plaka elemaninin rijitlik matrisi [K], = [[B]T[D][B] dA ve gerinim vektori {e} = [B]{8} denklemleri
kullanilarak hesaplanir. {€} gerinim vektori ve {8} ise digim yer degistirme vektoridir. Kuvvet
vektorl {F} = [p]{A} denklemi kullanilarak hesaplanir. Bu denklemde [p] atalet matrisidir ve {A} ise
ivmelenme vektoridir. Kitle matrisi ise [M]. = [[N]T[p][N] denklemi kullanilarak hesaplanir ve
[N] ise Lagrangian interpolasyon fonksiyonudur.
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Sekil 3: (a) Koordinat Sistemi, (b) Cevresel, (c) Silindirik kabuk i¢in eksenel ve radyal modlar
[Rawat, 2019]

Kirchhoff plaka teorisine gére serbest titresim i¢in hareket denklemi asagidaki gibi yazilabilir. u :
kabugun x yonindeki yer degistirmesi, v : kabugun 8 yénundeki yer degistirmesi, w : kabugun z
yonundeki yer degistirmesi ve Li(i,j=1,2,3) x ve 8’ya gore diferansiyel operatorlerdir.

L Ly Li][u] [0
Ly Ly Ly |V =40 )
Ly Ly LW 0

f(t); U(x,0), V(x,6) ve W(x,0) mod sekillerine gbre skaler model koordinatlaridir. Dolayisiyla u, v ve
w yer degistirmeleri asagdidaki sekilde verilir.
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u=U(x,0)f(t)
v=V(x,0)f(t) (5)
w=W(x,0)f(t)

Dogal frekanslar asagidaki denklem yardimiyla hesaplanabilir.
(_WZM MN+KMN)¢N =0 (6)

Burada MMM : kiitle matrisi, KM": rijitlik matrisi, ®": 6zvektér (titresimin modu), M ve N serbestlik
dereceleridir.

Dikdortgen ag yapisi

Sekil 4: Lokal eksenlerin eleman bazinda tanimlanmasi [Oiate, E., 2013]

Sekil 5’te goruldagu gibi tiggen ve dikddrtgen elemanlar bir kabuk Gzerinde tanimlanmistir. Yapilan
calismalarda dikdértgen ag yapilari kullanilarak sonlu elemanlar ydontemi ile ¢ézimler yapilmistir.

Reissner-Mindlin teorisi yapilardaki kayma gerilmesinin baskin olmasi ve yuksek rijitlik sebebiyle
bazi sapmalara sahiptir. Bunun nedeni ise plaka kalinliklari azaldikga kayma rijitliginin sistemde
baskin hale gelerek asiri rijit bir durum olusturmasidir. Bu durum kayma kilittenmesi olarak
adlandinimaktadir. Kayma kilittenmesi durumunu duzeltmek i¢cin Gauss integrasyon yontemi
kullanilmistir. Gauss integrasyon yontemi agsagidaki denklem kullanilarak yapilir.J jakobiyen
matrisi, n ve ¢ boyutsuz koordinatlar ve W Gauss agirlk faktértdr.

| = j fdA= j j #(&,m)detddnds =3 > WW4(&,n;) (7

Katlanmig plakalar icin lokal ve global yer degistirmeler Sekil 5.'de gosterildigi gibidir.
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Sekil 5: Tipik bir katlanmis plaka igin Lokal ve global eksen takimlari [Guha Niyogi, 1999]

Yer degistirmeler igin {u} = [T]{u'} bagintisi kullanilarak transformasyon matrisi yardimiyla lokal
eksen takimindan global eksen takimina dénusim yapilabilir [Guha Niyogi, 1999]. Benzer sekilde
global rijitlik matrisleri, kitle matrisleri ve kuvvet vektort asagidaki denklemler yardimiyla yazilr.

T ’

u [cos(x’,x) cos(y’,x) cos(z’,X) 0 0 0 u
v cos(x’,y) cos(y',y) cos(z',y) 0 0 0 V'
w cos(x’,z) cos(y',z) cos(z',z) 0 0 0 w'
9 = 0 0 O ' ' ' 4 (8)
y cos(x’,x) cos(y’,x) cos(z',x) |0
0, 0 0 0 cos(x’,y) cos(y',y) cos(z',y) |6,
| | O 0 0 cos(x’,z) cos(y',z) cos(z',z)]|@;
[ =[TT [K][T] (9)
[M7], =[T] [M],[T] (10)
{3 =[T]{f% (11)
UYGULAMALAR

Tek katlamali aralarinda 120° agi bulunan izotropik ve homojen iki plaka katlanmigtir ve bir
ucundan basit mesnetlenmistir. Her bir plaka icin mesnetlenen kisimlarin uzunlugu 1.5 m, diger
kenar uzunlugu 0.75 m ve kalinh@1 0.03 m olarak alinmistir. Malzeme Ozellikleri ise; elastisite
modiili E=10.92 x 10° N/m?, poisson orani 0.3 ve kiitle yogunlugu 1000 kg/m? olarak alinmistir. Bu
tek katlamali plakalarin analizi sonlu elemanlar yontemi ile dort dugim noktal elemanlar
kullanilarak yapilmistir. ince plakanin ¢dzim yéntemi igin Kirchhoff plaka teorisi ve Reissner-
Mindlin plaka teorisi kullaniimistir. Mathematica programinda yazilan sonlu elemanlar kodu ile
Kirchhoff yontemi igin 4 x 3’lik ve Reissner-Mindlin ydntemi icin 6 x 4’lik esit pargalar halinde ag
yapisi olusturularak sonuglar literatirden ve Nastran paket programindan elde edilen veriler ile
kiyaslanmistir. Literatrde yapilan ¢alismalarda ag yapisi 4 x 3’lUk esit pargalar halinde
olusturulmustur.
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Sabitlenmis

Sekil 6: Aralarinda 120 derece ag¢i bulunan tek katlamali plaka modeli

Tablo 1: 120° tek katlamali plakanin dogal frekans degerlerinin (boyutsuz frekans) literatirdeki
c¢alismalardan ve Nastran paket programindan elde edilen veriler ile kiyaslanmasi

Modlar Mevcut Mevcut A.Guha Liu ve Irie ve Nastran
Sonuglar Sonuglar Niyogi ve arkadaslari, arkadaslari, Sonuclari
(Kirchhoff) (Reissner-  arkadaslari, 1992 1984
Mindlin) 1999
1 0.0491 0.0485 0.0490 0.0491 0.0492 0.0484
2 0.0940 0.0940 0.0941 0.0943 0.0949 0.0932
3 0.1788 0.1835 0.1883 0.1787 0.1795 0.1750
4 0.2057 0.2115 0.216 0.2065 0.2082 0.2021
5 0.3021 0.3008 0.293 0.2971 0.2984 0.2867

= ‘
112+01

Sekil 7: 120 derece agll tek katlamali plaka igin birinci mod sekli
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1.20+01

Sekil 9: 120 derece aclli tek katlamali plaka igin tiglinct mod sekli

Sekil 10: 120 derece aclli tek katlamali plaka igin dérdiincii mod sekli
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Sekil 11: 120 derece acil tek katlamali plaka i¢in besinci mod sekli

Otuz dokuz katlamali aralarinda 9° agi bulunan izotropik ve homojen kirk plaka katlanmigtir ve bir
ucundan basit mesnetlenmistir. Dolayisiyla silindirik bir kabuk yapisi olusturulmustur. ici bos ince
cidarli silindirik bir yap1 modellenip silindirik yapinin dis yari ¢apt 150 mm, uzunlugu 600 mm ve
cidar kalinligi 1 mm olarak alinmistir. Malzeme &zellikleri ise; elastisite modiilii E=7.1 x 10 N/m?,
poisson orani 0.33 ve kiitle yogunlugu 2770 kg/m® olarak alinmistir. Bu otuz dokuz katlamali
plakalarin analizi sonlu elemanlar ydntemi ile dért dugum noktali elemanlar kullanilarak yapiimistir.
ince silindirik tipin ¢dzim ydntemi icin Kirchhoff plaka teorisi ve Reissner-Mindlin plaka teorisi
kullaniimistir. Mathematica programinda yazilan sonlu elemanlar kodu ile 20 x 2’lik esit pargalar
halinde ag yapisi olusturularak sonuglar literatlir ve Nastran paket programindan elde edilen veriler
ile kiyaslanmistir.

Sabitlenmis

Sekil 12: Basit mesnetlenmis ince silindirik tlip yapisi modeli

8
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Tablo 2: Basit mesnetlenmis ince silindirik tlip yapisi icin dogal frekans degerlerinin (Hertz)
literatlirdeki calismalardan ve Nastran paket programindan elde edilen veriler ile kiyaslanmasi

Modlar  Mevcut Mevcut Aruna ANSYS FLH DM Nastran
Sonucglar  Sonuglar  Rawat ve (Lee (Lee  (Lee Sonuglari
(Reissner- (Kirchhoff) arkadaslari, and and and

Mindlin) 2019 Kwak, Kwak, Kwak,

2015) 2015) 2015)
(1,3) 147.52 146.82 146 146 146 153 146.16
(1,4) 177.78 175.98 175 174 175 185 175.56
1,2) 242.70 242.15 242 243 242 243 241.46
(1,5) 268.37 263.90 263 261 263 274 263.48
(1,6) 390.17 381.91 382 378 381 391 380.79

Sekil 13: Basit mesnetlenmis ince silindirik tip yapisi i¢in birinci mod sekli

Sekil 14: Basit mesnetlenmis ince silindirik tip yapisi i¢in ikinci mod sekli
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Sekil 15: Basit mesnetlenmis ince silindirik tlp yapisi igin Gglinci mod sekli

Sekil 16: Basit mesnetlenmis ince silindirik tip yapisi icin dérdiincii mod sekli

Sekil 17: Basit mesnetlenmis ince silindirik tlp yapisi icin besinci mod sekli
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SONUGLAR

Katlamali plaka yapisi ve kabuk yapisi modellenmis farkli plaka teorileri ve sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak analizleri yapilmistir. Sonlu elemanlar yontemi kodlari Mathematica
programinda yazilmig olup sinir sartlari literatlirde yapilan ¢alismalara benzer sekilde verilmistir.
Elde edilen sonuglar Nastran paket programi ve literatiirde yapilan ¢alismalar ile kiyaslandiginda
sonlu elemanlar yontemi ile hazirlanan kodlarin iyi sonuclar verdigi géralmugtar.

Yapilan analizleri incelersek modifikasyona ugramis Reissner-Mindlin teorisinin Kirchhoff plaka
teorisi kadar iyi sonug verdigi gérulmastir. Ayrica beklendigi gibi benzer ag yapisi ile olusturulmus
homojen izotropik ince silindirik kabuk yapisi analizini incelersek Kirchhoff plaka teorisinin
Reissner-Mindlin teorisine gére daha iyi sonug verdigi gorilmastir. Mathematica programinda
yazilan sonlu elemanlar kodu ticarilestirilebilir olup farkli tiirde problemlere uygulanabilecektir.
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