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OZET

Bu calisma kapsamanda diferansiyel donisim yontemi ile bir ucak kanadimin ses altr ucus
kosullarindaki aeroelastik karakteristigi sayisal cozimleme ile incelenmistir. Ucak kanadi, kanat
yapsal modelini sadelestirmek adina yaygin olarak tercih edilen Euler-Bernoulli kirisi olarak
modellenmistir. Kanat tzerine etkiyen aerodinamik kuvvetler ise Theodorsen’in aerodinamik
teorisiyle ifade edilmistir. Egilme ve burulma hareketi yapan ankastre Fuler-Bernoulli kiriginin
enerji ifadeler: verildikten sonra dinamik davranisine tamimlayan hareket denklemleri Hamilton
prensibi ile tiretilmistir. Etkili bir ¢ozim yontemi olan Diferansiyel Dondigim Yontemi (DDY)
tanitilmis ve hareket denklemleri ile simir sartlarniy yeni ifadelere donustirmek icin gerekli
kurallar verilmistir. DDY ile Fuler-Bernoulli kirisinin hareket denklemleri ve sinwr kosullar:
yeniden ifade edilmistir. Dondsturilmis hareket denklemleri ile simir kosullar: gelistirilen kod ile
¢ozulmiistiur. Gelistirilen kodun dogrulugunu ve glivenilirligini teyit etmek amaciyla literatiirde
dogal frekans ve ¢irpinma degerleri mevcut olan Goland kanads ile Hale-Altitude Long-Endurance
(HALE) kanadv segilmigtir. Gelistirilen kod yardvmuyla déndtstirilmis denklemlerin ¢ozilmesi
ile Goland ve HALE kanatlar: i¢in ¢esitli modlarda dogal frekans degerleri elde edilmistir. DDY
ile bulunan dogal frekanslar degerleri, literatiurdeki ayni kanat modellerinin serbest titresim anal-
izlerinden elde edilen dogal frekans degerleri ile her bir mod i¢in karsilastirilmastir. Ardindan
Euler-Bernoulli kirisi olarak modellenen kanadin ¢irpinma analizleri yine Goland ve HALE
kanatlar i¢in gerceklestirilmistir. Sistemin aeroelastik analizi icin klasik aeroelastik ¢ozim
yontemlerinden biri olan ve literaturde yayginca kullanilan k-yonteminden yararlanilmastir. Bu-
lunan ¢irpinma hize ve frekansy degerleri Goland ve HALE kanatlarinin literatiirdeki degerleri
ile karsilastirilmastir.  Yapilan calismanin literatiurdeki verilerle kwyaslamasi ile oldukga disik
hata paylaryla cok yakin sonuclar elde edildigi gorilmistir.
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GIRIS
Aeroelastisite, ucak yapisina etki eden aerodinamik, ataletsel ve elastik kuvvetler arasindaki
etkilesimi inceleyen ¢ok disiplinli bir ¢calisma alanidir [Bisplinghoff, Ashley ve Halfman, 1955]. Sekil
1'de verilen Collar'in aeroelastik tiggeni kuvvetlerin aeroelastik etkilesimini gostermektedir [Collar,
1946]. Aeroelastisite olgusu statik ve dinamik olmak iizere iki temel kategoride incelenmektedir.
Statik aeroelastisite aerodinamik ve elastik kuvvetlerin etkilesiminin bir sonucudur. Statik
kararsizlik calismalarinda ¢ogunlukla diverjans problemi ele alinmaktadir. Dinamik aeroelastisite ise
aerodinamik, ataletsel ve elastik kuvvetlerin timtyle etkilesimini incelemektedir. En onemli
dinamik kararsizlik problemlerinden biri olarak goriilen ¢irpinma (flutter), kendi kendini besleyen
salinimlarla ugak yapisina biiyiik hasarlar verebilmektedir. Cirpinma durumunun meydana gelmeye
basladig: kritik ucus hizina cirpinma hizi denmektedir. Giinlimiize kadar ¢irpinma hizini tahmin
edebilmek icin bircok matematiksel ve deneysel model gelistirilmistir. Yikici sonuglara sebep
olabilecek bir kararsizlik problemi olmasindan dolayi hava araci tasariminin erken asamalarinda olasi
cirpinma etkileri ele alinmalidir.

Aerodinamik

Kuvvetler
Statik Ugus
Aeroelastisite Mekanigi
Dinamik
Aeroelastisite

Elastik
Kuvvetler

Ataletsel
Kuvvetler

Mekanik
Titresimler

Sekil 1: Collar'in aeroelastik tiggeni

YONTEM
Ucak kanadinin yapisal modelinde Euler-Bernoulli kirisi kullaniimistir. Euler-Bernoulli kiris modeli
sadeliginden dolayr karmasik miihendislik sistemlerinin dinamigini temsil etmek icin literatiirde
yayginca kullanilan bir modeldir. Euler-Bernoulli kiris modelinde, kiris kesitinin deformasyondan
sonra yine diizlem olarak kaldigi varsayilmaktadir. Ucak kanadina etki eden aerodinamik ytikler ise
Theodorsen’in aerodinamik teorisi ile ifade edilmistir. Sayisal ¢oziimleme siiresi analizlerde
karsilasilabilen problemlerden biridir. Aerodinamik yiiklerin Theodorsen'in aerodinamik teorisiyle
ifade edilmesi analizi onemli ol¢lide sadelestirmektedir. Bu nedenden dolayr Theodorsen teorisi
literatiirde yayginca kullanilan bir yontemdir. Sekil 2'de egilme ve burulma serbestlik derecelerine
sahip bir kanat kesiti verilmistir.

2

Ulusal Havacilik ve Uzay Konferansi



DURMUS ve KAYA UHUK-2020-082

Sekil 2: Egilme ve burulma hareketi yapan bir kanadin gsematik gosterimi

Aeroelastik hareket denklemlerinden once dogal frekans analizi icin serbest titresim denklemleri elde
edilmistir. Egilme-burulma hareketi yapan Euler-Bernoulli kirisinin hareket denklemleri Hamilton
prensibi ile asagida gosterildigi gibi elde edilmistir.

&2 [ dPw 2w d20
-2 (Y X2 =0 1
dy2< d2)+ M T e (1)
d do ,d%0 2w
Xg—— = 2
& <Gde> +mR9dy2 +mXp 72 0 (2)

Burada m birim uzunluk basina kiitle, Xy statik dengesizlik, Ry atalet yaricapi, EI kanadin egilme
sertligi ve GJ kanadin burulma sertligi olarak tanimlanmaktadir.

Egilme ve burulma hareketleri icin basit harmonik hareket varsayilmis ve asagida verilen ifadelerden
yararlanilmistir.

w(y,t) = (y) ™! 3)
0(y,t) =0(y)e™ (4)
Hareket denklemleri zamandan bagimsiz hale getirildikten sonra adi diferansiyel denklemlere

donistirilmustir. Elde edilen adi diferansiyel denklemler asagidaki parametreler ile
boyutsuzlastirilarak Deklem (6) ve (7)'de verilen boyutsuz ifadelere ulasilmistir.

_Y _w yr
£ = i w= - =10 (5)
1 d*w
4 _
% 2 det +w +T) 0=0 (6)
1d%6 X R
2 0 .
25 g2 + - W b2 9= (7)

Ifadeleri sadelestirebilmek icin Denklem (6) ve (7)'de kullanilan katsayilar asagida verilmistir.

Eolo GoJo
A= A3 =

(8)

ml4 ml2

Benzer islemler aeroelastik hareket denklemlerine ulasmak i¢in aerodinamik kuvvetler ve momentler
de sisteme dahil edilerek tekrarlanmistir.

2 2w 2w d20
% (ErI Xooo —L=0 9
dy2< d2)+mdt2+m o a2 )
d do ,d%0 2w
L mX M= 10
& <GJ ) +mR9dy2 +mXg— 72 + 0 (10)

Burada, L ve M sirasiyla aerodinamik tasima ve aerodinamik moment olarak tanimlanmaktadir.
Bu ifadeler Theodorsen fonksiyonu C'(k) cinsinden Denklem (11) ve (12)'de verilmistir. C'(k)
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fonksiyonu Denklem (13)'te verilen indirgenmis frekans k'ya bagl olarak degisken degerler
almaktadir.

L = 27pooUscbC (k) [w + Unof + b( - a) 9} + Tpoob? (0 + Usol — baf) (11)
= b(é +a>{27rpooUoobC(k) [w+U 9+b< —a>9]
] (12)
+7rpoob2(1'0 + U — baé)} — Tpocb® [2111 + Ul + b<8 — a2) 9]
wb
k= — 1
U (13)

Burada, w frekansi, b yarim veter uzunlugunu, Uy, ise ucus hizini gostermektedir. Denklemler
zamandan bagimsiz hale getirildikten sonra Denklem (5)’te verilen boyutsuz parametreler ile
boyutsuzlastiriimistir. [fadeleri sadelestirebilmek i¢in Denklem (8)'deki katsayilara ek olarak asagida
verilen katsayi kullaniimistir. -

= 14

Sadelestirme islemlerinin ardindan Denklem (15) ve (16)'da verilen aeroelastik hareket denklemleri
elde edilmistir.

1 d*w
4

—9 lpyw —lg = 1
— AT 2d£4+uw+,ub 9=0 (15)
1d%0 X Rj
2 0
2d§2+ub +ub20+mww+m99—0 (16)

lw, lg, My ve my aerodinamik terimleri ifade etmektedir ve asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

ly =2-C(k) —1 (17)

wmar Zew s [tea(}a)oo s

Moy = 2%0(1{) (; + a) —a (19)

my = 2(1 +a> O() - ;(; —a> [1 —2@ +a>0(k)] va g (20)

Egilme ve burulma hareketi yapan ankastre bir Euler-Bernoulli kirisinin geometrik sinir kosullari
asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

w0, = 220, =0 0(0,) =0 (21)
y
0w OBw 00
T?ﬂ(l,t)—aiy?)(l,t)—o 8—y(l,t)—0 (22)

Diferansiyel Doniisiim Yontemi

Diferansiyel doniisim yontemi (Differential tranformation method, DTM), adi ve kismi diferansiyel
denklemleri ¢cozmeye yarayan, Taylor seri aciimina dayanan matematiksel bir yontemdir [Yalgin,
Arkoglu ve Ozkol, 2009]. Analitik ¢6ziim elde edebilmek icin bircok miihendislik problemine
uygulanabilir. DDY ile fonksiyonlar Tablo 1'de yer alan iliskiler kullanilarak donustirdliir.
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Tablo 1: Diferansiyel Doniigiim Yontemi teoremleri

Asil Fonksiyon | Doniistiiriilmiis Fonksiyon
f(z) =u(z) £v(x) | F(k) =U(k) £V (k)

f(@) = au(z) F(k) = aU (k)

f(z) = 2@ F(k) = (k+ 1)Uk +1)

f(z) = 4wl F(k) = (k:+ D)(k+2) - (k+m)U(k+m)
f@) =u@)v(z) | F(k)= % VU (k —

Burada, f(z) asil fonksiyonu, F'(k) ise donustiirilmis fonksiyonu ifade eder. Benzer sekilde sinir
kosullari da Tablo 2'de verilen kurallar ile dontstirtlir.

Tablo 2: Diferansiyel Dontigiim Yontemi sinir kosullar: teoremleri

x=0 x=1
Doniistiiriilmiis Doniigtiiriilmiis
Smir Kosullar: Siir Kogullar: Sinir Kogullar: Siir Kogullar:
f(0)=0 F0)=0 f1)=0 Y F(k) =
kO:OO
% (0) =0 F(1)=0 d1=0 > kF(k) =
2 2 >
£L0)=0 F(2)=0 CL1)=0 > k(k—1)F(k)=0
3 3 >
TL0)=0 F(3)=0 “L1) =0 > k(k—1).(k—2)F(k)=0

DDY teoremleri sirasiyla titresim ve cirpinma analizleri icin hareket denklemleri ile sinir kosullarina
uygulanmistir. Denklem (6) ve (7)'ye DDY kurallarinin uygulanmasiyla asagidaki donistiiriilmiis

ifadeler elde edilmistir.

w2 w[m] + X0[m)]
wm +4) = >\4<(m+4)(m+3)(m+2)(m+1)> =
- Xowlm) + Ry0[m]
Om +2] = )\2 ( (in+2)(mil) ) 2y

Cirpinma analizi igin DDY teoremlerinin Denklem (15) ve (16)'da verilen hareket denklemlerine
uygulanmasiyla asagidaki donustirilmis denklemler elde edilmistir.

Z (W[m] + Xg0[m] — 2w[m] — 21w([m)]
wlm +4] = )\4< (i B+ 3w+ D+ ) > (25)
- z ( Xqwlm] + Rgflm] + "w[m] + 22G[m]
wim + 2] :_)\%< (m+2)(m+1) ) 20

Egilme ve burulma serbestlik derecelerine sahip ankastre Euler-Bernoulli kirisinin sinir sartlari DDY
ile asagidaki gibi yeniden ifade edilmistir.

w(0) =w(1) =0(0) =0 (27)
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i k.(k — Dw(k) =0 (28)

k=0

i k.(k —1).(k — 2)w(k) = 0 (29)

k=0

i kO(k) =0 (30)
k=0

Donstirulen denklemlerin aeroelastik ¢oziimu icin k-yonteminden yararlanilmistir. Bu yontemde

varsayilan harmonik hareketin devamliligini saglayabilmek icin yapay bir sonlimleme parametresi, g,

kullanilarak ¢irpinma hizina ulasiimaktadir. Cesitli indirgenmis frekans degerleri icin Denklem (25)

ve (26)'nin ¢oziilmesiyle Z hesaplanmaktadir.

_ 1+iag
=—

VA

Z'nin hesaplanmasiyla sistemin ¢irpinma karakteristigine ulasiimaktadir. Asagidaki denklemler ile
hizin ve frekansin soniimleme ile degisimi grafikleri elde edilmektedir. Boylece, bu grafiklerden
kolayca cirpinma degerleri bulunabilmektedir.

UYGULAMALAR
Incelenecek olan kanat modellerinin dogal frekansini ve ¢irpinma karakteristigini elde edebilmek
amaciyla DDY kullanilarak bir MATHEMATICA kodu gelistirilmistir. Gelistirilen kodun
dogrulugunu test edebilmek adina farkli 6rnek calismalar yapilmistir. Bu baglamda literatiirde
aeroelastik calismalar yayginca gerceklestirilmis olan iki farkh kanat tipi ornek calisma olarak
secilmis ve bu kanatlarin serbest titresim ile ¢irpinma incelemeleri yapilmistir.

Goland Kanadi

Goland kanadi gegmisten giinimuze havacilik alaninda bircok calismada kullanilmis bir kiyaslama
modelidir. Tablo 3'te geometrik ve yapisal czellikleri verilen Goland kanadinin sirasiyla titresim ve
cirpinma analizleri yapilmistir.

Tablo 3: Goland kanadinin yapisal ve geometrik ozellikleri

(31)

Parametre Deger Birim
Kanat yar1 agikhigr (1) 6.096 m
Veter (c) 1.8288 m
Egilme sertligi (ET) 9.77x10% | N.m?
Burulma sertligi (G.J) 0.987x10° | N.m?
Birim uzunluk bagina kanat kiitlesi (m) 35.71 kg/m
Birim uzunluk bagina elastik eksen etrafindaki kiitlesel atalet momenti (Ig4) 8.64 kg.m
Elastik eksen konumu (yo) 0.33¢ m
Statik dengesizlik (Xp) 6.523 kg
Hava yogunlugu (pso) 1.225 kg/m>
6
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Egilme-burulma hareketi yapan Goland kanadinin titresim karakteristigi DDY ile analiz edilmis ve
dogal frekans degerleri bulunmustur. Tablo 4'te elde edilen ilk alti dogal frekans degeri literatiirdeki
bir calisma ile karsilastirilmistir.

Tablo 4: Goland kanadinin dogal frekans degerleri

Frekans (rad/s)
Mod # | Calisma | [Eslimy-Isfahany, 1996] | Hata (%)
1 49.58 49.6 0.04
2 97.28 97.0 0.29
3 248.58 248.9 0.13
4 356.32 355.6 0.20
) 451.91 451.5 0.09
6 608.24 610.0 0.29

Degerler arasindaki en biiyiik hata orani % 0.29 olarak ikinci modda bulunmustur. Goland
kanadinin literatiirdeki bir diger titresim analizi ¢calismasi Hashemi ve Richard tarafindan yapilmistir
[Hashemi ve Richard, 2000]. Hashemi ve Richard'in ¢alismasinda ilk li¢c dogal frekans sirasiyla
49.62 rad/s, 97.05 rad/s ve 249 rad/s olarak bulunmustur. Her iki literatiir calismasi ile de
DDY'den elde edilen dogal frekans degerleri oldukc¢a tutarhidir.

DDY ile Goland kanadinin ¢cirpinma kararsizlik sinirlari belirlenmis ve elde edilen sonuglar literatiir
ile karsilastirlmistir. Ugus hizinin soniimleme ile degisimi her bir mod icin Sekil 3'te gosterilmistir.
V' — g grafigi, klasik cirpinma grafigi olarak bilinmektedir ve sistemin dinamik davranisi hakkinda
kolayca bilgi vermektedir.

0.4
0.2
o 0.0
\-"""‘-—‘___w e
_0.2 ""-,
0 50 100 150 200

V (m/s)

Sekil 3: Goland kanadi i¢in ugus hizinin séntimleme ile degigimi

V' — g grafiginde, egrinin yatay ekseni kestigi, yani g'nin isaretinin negatiften pozitife degistigi, yer
kritik cirpinma hizini verir. Kritik hizin tizerindeki hizlarda ¢irpinma kararsizhigr goriiliir. Sekil 3'ten
de goriilebilecegi tizere kritik hiz yani ¢irpinma hizi 136.10 m/s olarak bulunmustur. Goland kanadi
icin frekansin soniimleme ile degisimi ise Sekil 4'te verilmistir.
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Sekil 4: Goland kanadi igin frekansin soniimleme ile degigimi

Frekansin sonimleme ile degisimi grafiklerinde sontimlemenin isaret degistirdigi yer kritik frekans
degerini vermektedir. Sekil 4'ten de goriilebilecegi tizere Goland kanadinin ¢irpinma frekansi 70.01
rad/s olarak bulunmustur. Goland kanadinin DDY ile analizinden elde edilen ¢irpinma degerleri
Tablo 5'te referans bir calisma ile karsilastirimistir.

Tablo 5: Goland kanadinin ¢irpinma degerleri

Calisma | [Goland, 1945] | Hata (%)
Cirpinma hizi, m/s 136.10 137.16 0.77
Cirpinma frekansi, rad/s 70.01 70.70 0.97
Indirgenmis frekans 0.47 0.471 0.21

Tablo 5'te sunulan DDY ile elde edilmis olan sonuglar, Goland [1945] ile kiyaslandiginda oldukg¢a
diisiik hata payina sahiptir. Literatiirden bir diger benzer ¢alisma olarak [Matter, Darabseh ve
Mourad, 2018], Goland kanadini Galerkin yontemi ile analiz etmis ve ¢irpinma hizini 136.41 m/s,
¢irpinma frekansini ise 69.35 rad/s olarak bulmustur. Literatiirden 6rnek galisma olarak segilen her
iki calismanin sonuglarinin da DDY ile elde edilen sonuglarla iyi bir sekilde ortustugu goriilmektedir.

HALE Kanadi

HALE (High-Altitude Long Endurance) kanadinin yiiksek kanat agiklik oranina sahip olmasi,
aerodinamik verimliligi artirmak gibi bazi avantajlar saglar. Bu avantajlarin yani sira, HALE kanadi
dinamik kararsizliga oldukga yatkindir [Arena, Lacarbonara ve Marzocca, 2013]. Bu 6zelliginden
dolayi aeroelastik ¢alismalarda literatiirde yaygin bir bicimde tercih edilen bir kiyaslama modelidir.
Tablo 6'da yapisal ve geometrik ozellikleri verilen HALE kanadinin DDY ile serbest titresim ve
cirpinma analizleri gergeklestirilmistir.
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Tablo 6: HALE kanadimin yapisal ve geometrik ozellikleri

Parametre Deger | Birim
Kanat yar1 agikligr (1) 16 m
Veter (c) 1 m
Egilme sertligi (ET) 2x10™ | N.m?
Burulma sertligi (GJ) 1x10™ [ N.m?
Birim uzunluk basina kanat kiitlesi (m) 0.75 kg/m
Birim uzunluk basina elastik eksen etrafindaki kiitlesel atalet momenti (Ig4) 0.1 kg.m
Elastik eksen konumu (yo) 0.5¢ m
Statik dengesizlik (Xp) 0 kg
Hava yogunlugu (poo) 0.0889 | kg/m?

Egilme-burulma hareketi yapan HALE kanadinin ilk alti dogal frekansi Tablo 7'de sunulmus ve

literaturdeki bir calisma ile karsilastirilmistir.

Tablo 7: HALE kanadinin dogal frekans degerleri

Frekans (rad/s)

Mod # | Calisma | [Patil, 2001] | Hata (%)
1 2.24 2.24 0
2 14.06 14.06 0
3 31.05 31.07 0.06
4 39.36 39.36 0

Tablo 7'den de goruldugu gibi DDY ile elde edilen sonuglar literaturdeki degerler ile mukemmel bir

uyum icerisindedir. Uctincii mod icin bulunmus olan dogal frekans degeri disindaki tiim dogal

frekans degerleri birebir ayni bulunmustur ki zaten t¢lincti moddaki sonuc olduke¢a diisiik bir hata

oranina sahiptir.

DDY ile HALE kanadinin serbest titresim analizinden sonra ¢irpinma analizi gerceklestirilmistir.
HALE kanad: icin ucus hiz ile soniimleme arasindaki iliski, her bir mod icin Sekil 5'te gosterilmistir.

04

2 \
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Sekil 5: HALE kanadi i¢in ugug hizinin sontimleme ile degisimi
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Sekil 5'te, g'nin isaretinin eksiden artiya gectigi noktada sistemin kritik hizi gozlemlenebilir. HALE
kanadi icin ¢irpinma hizi grafikten 32.22 m/s olarak bulunmustur. Benzer bir ¢alisma [Arena,
Lacarbonara ve Marzocca, 2013] tarafindan yapilmis ve HALE kanadinin ¢irpinma hizi DDY ile elde
edilen kritik hiza ¢ok yakin bir deger olan 31 m/s olarak bulunmustur. Sekil 6, sistemin frekansinin
sonimleme ile degisimini gostermektedir.

35

30} (
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Sekil 6: HALE kanadi igin frekansin séniimleme ile degigimi

Sekil 6'dan, sistemin kritik ¢irpinma frekansi 22.39 rad/s olarak bulunmustur. HALE kanadinin
DDY ile analizinden elde edilen ¢irpinma hizi ve ¢irpinma frekansi degerleri Tablo 8'de sunulmus ve
literatur ile karsilastirilmistir.

Tablo 8: HALE kanadinin ¢irpinma degerleri

Calisma | [Patil, 2001] | Hata (%)
Cirpinma hizi, m/s 32.22 32.21 0.03
Cirpinma frekansi, rad/s 22.39 22.61 0.97
Indirgenmis frekans 0.347 0.350 0.86

Tablo 8'den de goriilebilecegi lizere HALE kanadinin DDY ile analizinden bulunan c¢irpinma hizi ve
cirpinma frekansi degerleri literatiirdeki degerler ile iyi bir uyum icerisindedir.

SONUC
Bu calisma kapsaminda DDY ile ses alti ucus kosullarindaki bir ankastre kanadin serbest titresim ve
cirpinma analizi yapilmistir. Ankastre ucak kanadi Euler-Bernoulli kirisi olarak modellenmistir.
Kanada etkiyen aerodinamik yiikler icin Theodorsen'in aerodinamik teorisinden yararlanilmistir.
Hareket denklemleri DDY ile yeniden ifade edilerek k-yontemiyle aeroelastik ¢oziime ulasiimistir.
Dogrulama calismalar olarak literatiirde yaygin bir bicimde aeroelastik analizleri yapilmis olan
Goland ve HALE kanatlar referans alinmistir. Her iki kanat modeli icin de dogal frekans, ¢irpinma
hizi ve ¢irpinma frekansi degerleri elde edilmistir. Degerlerin cesitli grafikler ve tablolar ile
kiyaslanmasiyla DDY ile elde edilen titresim ve ¢irpinma degerlerinin literatirdeki verilerle cok iyi
bir uyum icerisinde oldugu goriilmistiir. Bu ¢alismanin devami olarak bir diger yaygin kiris modeli
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olan Timoshenko kiris modeli ile bir ucak kanadinin yine DDY ile dinamik kararsizlik analizinin
yapilmasi planlanmaktadir.
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