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OZET
Bu c¢alismada tekil deger ayrisimi (singular value decomposition, SVD) yontemi ile uydu yonelim
belirlemesinde Wahba problemi ¢oziimii ele alinmistir. Tekil deger ayrisim yontemi diger yontemler arasinda
en giivenilir sonug verenlerden biridir. Bu uygulamanin sonucunda optimal dontisiim matrisinin elde edilmesi
amaglannugtir. Elde edilen optimal doniisiim matrisi ile Wahba 'nin kayip fonksiyonu minimize edilmektedir.
Wahba 'nin kaywp fonksiyonu giines vektorii ve manyetik alan vektoriinden yararlanilarak olusturulmustur. Soz
konusu vektorleri uydu koordinat sisteminde elde etmek icin bu olgiimleri gercek hayatta kullanicrya
saglayacak olan giines ve manyetik alan sensorlerinin basit benzetim modelleri olusturulmustur. Farkl
koordinat diizlemleri arasinda gegisi saglayacak doniisiim matrisleri de hesaplamalara dahil edilmistir.
Calisma sonucunda gercek degerler ile hesaplanan degerler arasindaki farklar incelenmistir ve hatanin
kovaryans analizi yapilnustir.

GiRiS
Gonderilen uydularin ve uzay araglarinin operasyonlarina devam etmesi icin yonelimin dogru
belirlenmesi hayati 6nem tasimaktadir. Bu nedenle, operasyon gereksinimlerine gore, uygun
sensorler ve veri isleme prosedurleri kullanilarak yénelim belirleme ve kontrol sistemleri hassasiyeti
geligtirilir. Bu ¢alisma icin Wahba’nin kayip fonksiyonundan yararlaniimistir. 1965 yilinda, Grace
Wahba en kiglk kareler ¢d6zUmini minimuma indirecek uygun ortogonal matris bulmayi temel
alan bir problem ortaya ¢ikarmistir (Markley, 1988). Wahba’nin bu problemi bir¢ok uzay aracinin
yonelim belirleme algoritmasinin temelini olusturmaktadir.

Problemin ¢6zimd igin de farkli yontemler kullaniimistir. TRIAD (Tree Axis Attitude Determination),
QUEST(QUaternion ESTimator) yontemi, SVD (Singular Value Decomposition) yontemi bu ¢6zim
sekillerindendir (Wertz, 1978). SVD metodu, tekil deger ayrisim yéntemi olarak adlandirilir. Tekil
deger ayrisim yontemi, teorik analiz yapmak ve optimal yonelim matrisini belirlemek i¢in ¢cok uygun
bir aractir. Bu galismada, tekil deger ayrisim yontemi kullanilarak yonelim hatasinin kovaryans
analizi yapiimistir.

Wahba’nin Kayip Fonksiyonu

Wahba, 3 eksende yodnelim belirleme igin bir fonksiyon gelistirmistir. Bu fonskiyon ile en kiguk
kareler ¢oziminl minimize edecek olan A,,, matrisinin hesaplanmasi hedeflenmistir. Bu problem
Wahba problemi olarak adlandiriimistir. Wahba’nin kayip fonksiyonu asagidaki gibidir:
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L) = ) wifuh - Aug’ ®

i=1
w; : i. sensorun agirlik degeri
ug . uydu eksen takimindaki vektor
ug . referans takimindaki vektoér
n : vektor sayisi
A : referans eksen takimindan uydu eksen takimina dénidsim matrisi.
Kayip fonksiyonu, dl¢llen ve dénustlrtlen vektérler arasindaki farkin karesinin agirlikli toplamidir.
Kayip fonksiyonu asagidaki gibi agilabilir.

L(A)=1- i a;bI Ar; =1 — tr(ABT) )
i=1

Burada

n
B = Z aibiTiT (3)

b; uydu eksen takiminda 6lgllen birim vektor, r; referans koordinat diizleminde birim vektor ve a;
pozitif agirliktir. B matrisi tekil deger ayrisimina uygundur yani tekil vektérlerine ve ortogonal
matrislerine ayrilabilir. E§er L(A) minimize edilmek isteniyorsa, tr(ABT) maksimize edilmelidir.

SVD Metot

Yukarida bahsedildigi gibi tr(ABT) maksimum olmasi igin birgok yontem uygulanabilir. Fakat en
kesin ve guvenilir yollardan biri SVD ¢ézumudur (Cilden, Hajiyev, Soken; 2015). B matrisinin tekil
deger ayrisimi asagida verilmistir:

B = UZTVT = Udlag[zll 222 Z33]VT (4)

burada U ve V ortogonal matrislerdir. X ise tekil matristirve £,; = Z,, = Z33 =0

UTAypeV = diag[1l 1 det(U)det(V)] (5)

Optimal déntsim matrisi,

Aope = Udiag[1 1 det(U)det(V)]V" (6)

olarak belirlenir.
Kuaterniyon hata kovaryans matrisi

Optimal dontstm matrisi belirlendikten sonra yonelim kuaterniyonlarinin dogrulugunu tespit etmek
icin hata kovaryans matrisi belirlenir. Kovaryans matrisi, Euler agilari i¢in asagidaki formallerle
hesaplanir (Shuster, 1983)

Psyp = Udiag[(s; +s1)7 (s3+s)7" (51 + )71 UT ™

51 =211, S; =1L, S3=det(U)det(v)Zs;
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Kovaryans matrisinin kuaterniyonlar cinsinden hesaplanmasi i¢in kuaterniyonla Euler acilari
arasindaki asagidaki bagintilar kullanihr.

a= cosE cos%cos% + sin%sin%sini €)
b= sin%cos%cosi— cosEsingsinE )
¢ =cos % sin%cos % + sin% cos%sin% (10)
d= cos%cosgsin%+ sin%singcosa (11)

Kuaterniyon hata kovaryans matrisi asagidakine esittir

=D X Psyp X D' (12)

PQuaternion
burada
rda da da T

db pp O0b
a9 90 Y

dc 0dc Oc (13)
dp 90 Y
ad 9d 9ad
[0p 00 oy |

Benzetim Modelleri
Diinya Manyetik Alan Modeli

Dinyanin manyetik alaninin modellenmesi igin farkli yéntemler mevcuttur. Bunlardan biri analitik
modeldir ve ¢calismada bu yontem kullaniimistir.

Benzetimde kullanilan yériinge algak dlinya yoringesi oldugu icin dinyanin dénis hizi ihmal
edilmis ve manyetik alan sabit varsayilmistir. Dinyanin manyetik alan vektéri asagidaki gibi ifade
edilebilir.

H, = % {[sin(?) cos(e) — cos(i) sin(e) cos(w,t)] cos(wyt) + sin(e) sin(w, t) sin(wyt)}  (14)
Mg .
H, = —r—3{sm(1) sin(e) cos(w,t) + cos(i) cos(e)} (15)

H, = 2—1\;16{[sin(i) cos(e) — cos(i) sin(e) cos(w,t)] sin(wyt) — sin(e) sin(w,t) cos(wyt)}  (16)
r

Burada

M,=7.943 x 10° [Wb.m], Dulnya manyetik manyetik dipol momenti

u=98601 x 10** m*/s?,  Dinya yergekimi sabiti
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i, Yorunge egikligi

w, = 7.29 X 1075 rad/s, Dunyanin dénis hizi

£=11.7°, Manyetik dipol egikligi (jeomanyetik eksen egikligi)

r =(6378.140 + 500 + 2

) Yorunge irtifasi (dinya merkezinden uydu agirlik
Xn

merkezine)
X 1000 m,

o = ()

1
2 Ataletsel referans sistemine gdre ydériinge agisal hizi

Manyetik alan vektori dogrultman kosindslerle ifade edilirse vektdr komponentleri asagidaki gibi
hesaplanabilir.

HxO 1 Hx
HO = HyO = Hy (17)
Hzo \/sz +H,?+H,[H;
H, dogrultman kosinUsler cinsinden manyetik alan vektéridur,

H, = Hy,H, = H,,H, = H; manyetik alan vektor bilesenleridir.

Manyetometre Olgiim Modeli
Manyetometre modeli, birim manyetik alan vektoriniin atalet referans koordinat sisteminden uydu
body eksen takimina geviren transformasyon matrisi ile ¢arpilip ve manyetometre bozuntu vektoru

eklenmesiyle elde edilir.
H,, = AHy + 1, (18)

1. Mmanyetometre bozuntu vektortuduir.

Giines Vektori

Gunes vektori uydu konumunu belirlemede kullanilan bir dijer parametredir. Benzetimdeki
yorunge alcak diinya yoringesi oldugu icin yoringe irtifasi ihmal edilir ve glines modeli yalnizca
zamana bagh degisir. Glines vektori asagidaki gibi hesaplanmistir (Vallado, 2001).

_ JDyrc + 2441545.0

Trpg = 19
ToB 36525 (19)
Gulnesgin ortalama boylam degeri
Mgyy = 280.460° + 36000.770Ty 7y (20)
Gulnesin ortalama anomali degeri
Mgy = 357.257 723 3° + 35999.050 34T, pp (21)
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Gunes eliptik boylami, 4

ecliptic

asagidaki gibi hesaplanir.
Aentiptic = Amgyy T 1.914 666 471° sin (Mgyy) + 0.019 994 643 sin (2Mgyy) (22)

Son olarak diinya yéringesi ile ekvator dizlemi arasindaki aginin hesaplanmasi gerekmektedir.

€ = 23.439 291 — 0.0130 04 2T, (23)

Gunes vektorl asagidaki gibi elde edilir.

cos Aelliptic
Sper = |SIn Aeyipeic X cose (24)
SN Agyiptic X Sin€

Glines vektori benzetimi

Hesaplanan birim giines vektodrine, vektor referans koordinat sisteminden uydu body eksen
takimina cevrildikten sonra Glnes sensori bozuntu vektorl eklenmesi ile elde edilir.

SBOdy1 §EC11
SBody, | = L X |Seci, | + 75, (25)
SBody SECI3

burada r, GUnes sensdru bozuntu vektoruadar.

YONTEM VE UYGULAMALAR

Oncelikle bu algoritmada kullanilmak tizere, kuaterniyonlar ve agisal hizlar icin baslangi¢ degerleri
verilmistir. Uydu acisal hareketinin kinematik ve dinamik modellerinin simulasyonu yapilimistir.
Yontemin tekillik sorunu ile kargilagsmadan yuratilmesi icin Euler cinsinden verilen degerler
kuaterniyonlara déndstirdlmustar.

iki referans vektorin elde edilebilmesi icin MATLAB'te glines vektorii ve Diinya manyetik alan
vektdri modellenmistir. Olglim degerleri, 8lgiim modelleme yéntemi kullanilarak elde edilmistir.
Hareketi G¢ boyutta tanimlamak i¢in baslangic noktasi, ac¢i veya uzunluk gerekir. Bir referans
cercevesi, bir referans sisteminin pratik olarak gergeklestiriimesini saglayan koordinatlari ile birlikte
g6kyliziinde bir dizi tanimlanabilir noktadan olusur (Kerschen, 2012). islemlerin dogru bir sekilde
ilerleyebilmesi icin vektorlerin ayni koordinat dizleminde hesaplanmasi gerekmektedir. Bu yuzden
farkh koordinat diizlemlerindeki vektorler arasinda déntstmler uygulanir. Bu calismada siklikla
koordinat sistemlerinin diizenlenmesi igin donlisiim matrislerine basvurulmustur.

Vektorler elde edildikten sonra bunlar Wahba’nin kayip fonksiyonuna yerlestirilmistir. Bu islem
sonucu bulunan matris tekil deger ayrisma yontemi ile ortogonal ve tekil matrislerine bolinmustar.
Bundaki ama¢ Wahba'nin kayip fonksiyonunu en aza indirmektir ve bunun igin en uygun dénidsim
matrisi hesaplanmalidir.

Hesaplanan optimum ydnelim matrisi, yonelim vektorlerinin hesaplanmasi isleminde kullanilir. Bu
calismada optimum y6nelim matrisi kullanilarak yénelim Kuaterniyon bulunmustur. Yénelim hata
kovaryans matrisi dnce Euler agilar cinsinden hesaplanmistir. Kuaterniyon hata kovaryans matrisi
Euler acilar cinsinden hesaplanmis kovaryans matrisin donustirilmesi sonucu bulunmustur.
Kuaterniyon hata kovaryans matrisinin diyagonel elemanlari uygun kuaterniyonlarin hata
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varyanslarini ifade etmektedir. Kuaterniyon hata varyanslari grafikleri Sekil 1’de gdosterilmistir.
Sunulmus grafikte goéraldigu gibi, kuaterniyon hata varyanslari degerleri dusuktir. Bu ise uydu
yoneliminin tekil deger ayrisimi yontemi yardimi ile iyi bir dogrulukla tespit edildigini gosterir.

Sekil 1°de verilmis grafikte géruldagu gibi, kuaterniyon hata varyans degerleri bazi bolgelerde
blylk degerlere varmaktadir. Glnes vektori ile manyetik alan vektorlerinin s6z konusu bolgelerde
paralel oldugu saptanmistir. Bu bdlgelerde SVD metodun dogrulugunun disuk oldugu goraimustdr.

«1074 Diagonal elements of P matrix based on Quaternion
T T

1.6 T T T T T T T
cov. ofq1
14 - cov. ofq2 7
cov. ofq3
121 cov. ofq, I
1k i
0.8 | i
0.6 - 5
0.4 B
0.2 i
il H‘
R M DO

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
time [s]

Sekil 1: Kuaterniuon hata varyanslari

SONUGC

Wahba’nin kayip fonksiyonunda kullanmak tzere glines vektorli ve manyetik alan vektorleri
belirlenmistir. Olgiim degerlerinin modellenebilmesi icin de sensdr benzetimleri yapilmistir.
Yorlnge referans dizleminde elde edilen Diinya manyetik alan ve Glinese yonelme vektorleri uydu
eksen takimina donustiriimustar. Bu vektorlere uygun olgim bozuntulari eklenerek manyetomtre
ve gunes sensoru olgtimlerinin simulasyonlari yapilmistir. Olusan vektérler Wahba’nin kayip
fonksiyonuna yerlestirilip SVD ydntemi ile donlisim matrisine ulasiimistir. Donlisim matrisi yardimi
ile kuaterniyon degerleri olusturulmustur. Optimal rotasyon matrisi ile yonelim kuaterniyonlari ve
sonrasinda kuaterniyon hata kovaryans matrisi hesaplanmistir. Kuaterniyon hata varyans
degerlerinde bazi bolgelerde sigramalar oldugu gozlemlenmistir. Bu bolgelerin gunes vektoru ile
manyetik alan vektorlerinin paralel oldugu bolgelerde olustugu saptanmistir. Bu bolgelerde SVD
metot ¢ozim hassasiyetini kaybetmektedir.
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