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OZET

Bu ¢calisma kapsaminda kompozit katlanmig plakalar, sonlu elemanlar yontemi kullanilarak titregim agisindan
incelenmistir. Bu degerlendirmenin yapilabilmesi icin farkli malzemeler ve sumr kosullari kullanilarak
oncelikli olarak plakalar, katlanmis plakalar belirli plaka teorileri ile analiz edilmistir. Kirchhoff-Love ve
Gelistirilmis Reissner-Mindlin plaka teorileri baz alinarak Mathematica programi ile bir sonlu elemanlar
¢oztimii hazirlanmig ve ABAQUS yazilim paketinden de yararlanilarak model analizi yapilnmistir. Elde edilen
dogal frekans degerleri literatiir verileriyle kiyaslanmistir. Elde edilen veriler dogrulandiktan sonra farkl
malzemeler ve plaka teorileri icin titresim agisindan yaprya etkileri yorumlanmigtir.

GiRiS
Hava araclarindaki yapisallarin mukavemet ve titresim acgilarindan degerlendirilerek, dayanimlari
daha yUksek ve hafif yapilarin kullaniimasi ge¢gmisten ginimize daha da 6nem kazanmistir.
Plakalar, kabuklar, ince cidarl kirigler ve paneller gibi hava araci yapisallarinin temelini
olusturmaktadir. Bu ¢alismanin temel amaci, katlanmis plakalarin yapisal agidan incelenmesi ve
titresim agisindan degerlendiriimesidir. Kompozitlerin yapisal 6zelliklerinin uyarlanabilir olmasi
performans acisindan tercih edilmelerini saglamistir. Elyaf takviyeli katmanli kompozitlerin ortaya
cikmasiyla, katlanmis plaka yapilarinin uygulanabilirligi, distk agirlik ve yuksek mukavemet

Ozellikleri nedeniyle artmistir. Katman agisini ve siralamasini kontrol ederek farkl ézellikler elde
etmek mumkun hale gelmistir [Niyogi, Laha, ve Sinha, 1999].

Plaka teorilerinden Kirchhoff ve Reissner-Mindlin teorileri karsilastirildiginda, hem kalin hem de
ince plakalarda kullanimi ve kompozit malzemede daha iyi sonuglar vermesi agisindan Reissner-
Mindlin plaka teorisi Uzerinde durulmustur. Plaka kalinhgi diger boyutlarina gére daha kiguk olan
plakalar ince plaka olarak adlandirilirken, bu oran daha kuguk oldugunda (L/h<10) plaka kalin
olarak adlandiriimaktadir[Petyt, 1990]. izotropik malzemeler icin Kirchhoff plaka teorisi ince
plakalarda uygulanabilirdir. Ancak kalin ve kompozit plakalarda kayma etkisi de bulundugundan
Reissner-Mindlin teorisinin uygulanmasi daha yakin sonuglar ortaya koyar. ince yapilarda da
kullanilabilen bu teorinin dezavantaji olan kayma kilittemesini ortadan kaldirmak igin cesitli kayma
gerilmesi alanlari kabull yapilir ya da indirgenmis integrasyon yéntemi kullanilir [ORate, 2013].
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YONTEM

Reissner-Mindlin plaka teorisinin varsayimlari asagidaki gibi verilebilir [Niyogi, Laha, ve Sinha,
1999]:

i) Plakanin orta duzleminin duzlem i¢i deformasyonu, plaka kalinligi boyunca olan dizlem disi
harekete kiyasla kiguktur. (u=v = 0)

i) Hareket boyunca kalinlik degismez. Orta duzlemdeki her nokta ayni yer degistirmeye sahiptir.

iii) Deformasyon sonrasi plaka orta dizlemi normalindeki her nokta ayni edri Gzerinde kalir ancak
orta dizleme dik kalmaz.

iv) Enine kayma gerilmeleri ve donme etkileri g6z 6nuinde bulundurulur.

Mindlin teorisi iii ve iv numarali varsayimlari agisindan Kirchhoff plaka teorisinden ayrilir ve dénme
deplasmanlarini disey deplasmandan bagimsiz kabul eder. Diger varsayimlar Kirchhoff teorisi ile
aynidir ancak Kirchhoff plakanin normalinin diizleme dik kaldigini ve enine kayma etkilerinin ihmal
edilebilecegdini sdyler. Bu nedenle Kirchhoff plaka teorisi ince plakalarda, Reissner-Mindlin plaka
teorisi ise kalin plakalarda énerilir. Ancak Reissner-Mindlin de ¢esitli modifikasyonlar ile ince
plakalarda kullanilabilmektedir.

Yapilarin sonlu elemanlar yontemi ile degerlendirilebilmesi agisindan 6ncelikli olarak 4 dGgum
noktal iki boyutlu Q4 adi verilen elemanlar segilmis ve yapi bu elemanlara bdlinerek, elemanlar ve
digim noktalari numaralandiriimigtir. Bir eleman igin membran, ince plaka edilme ve kalin plaka
egilme durumlarina bagl olarak sekil fonksiyonlari elde edilmistir. Sekil fonksiyonu bir eleman igin
eleman deplasmani ile digim noktalari deplasmanlari arasindaki iligkiyi tanimlar. Bu fonksiyonlar
digum noktalari baz alinarak serbestlik derecelerine gére olusturulmustur. Bdylece elemanin
katilik ve kitle matrislerinin eldesinde kullaniimigtir.

Reissner-Mindlin teorisi ince plakalarda kullanildiginda kayma kilittemesi adi verilen sorunlar ortaya
¢cikmaktadir. Bunun nedeni plaka kalinhdi olan h azaldik¢a, kayma katiliginin sistemi domine
ederek asiri rijit bir duruma sokmasidir. Bu olaya kayma kilitlemesi adi verilir. Bu durumu
dizeltmek ve ince plakalarda da Mindlin teorisi kullanabilmek i¢in bu ¢calismada teori igerisindeki
kayma katihdi Gauss integrasyon yontemi ile indirgenmistir. Gauss yontemi igin de boyutsuz
eksende (0,0) noktasinda denklem 1’de verilen sekilde integrasyon yapilarak kayma katihgi
terimleri indirgenmistir.

I=[7fdA= [, (&) det] dnd§ = 3, ; WiWb(&:,m,) (1)

Bu denklemde J jakobiyen matrisi, n ve & sirasiyla boyutsuz x ve y eksenleri, W gauss agirlik
faktoru olarak adlandirilir.

izotropik Plaka

ilk olarak izotropik malzemeye sahip homojen diiz bir plaka Reissner-Mindlin teorisi baz alinarak
modellenmigtir. Her dugum igin 3 serbestlik derecesi verilmistir. Bunun nedeni teorilerin homojen
ve izotropik plakalarda orta ylzeyin referans dizlem olarak kabul etmesi ve eksenel gerilmelerin
bu yuzeyde sifir kabul edilmesinden kaynaklidir [Ofiate, 2013]. Bu kabuller u ve v eksenel yer
degistirmeler, w dizleme dik yer degistirme ve 6, ve 6, degerleri donme etkileri ele alindiginda
asagidaki gibi verilebilir.

u(x'% Z) = Zgy(x:)’) V(x:)’»z) = —ng(x:Y) w(x,y,z) =w (2)
Sonlu elemanlar yontemi ile ¢6zimun devaminda, Tekinetik enerji, Ue potansiyel enerji olmak Gzere,
deplasmanlar ve eksenel/kayma gerilme degerleri kullanilarak enerji formullerinden gerekli eleman
kitle Me ve Ke katilik matrislerinin formilasyonlari elde edilmistir [Petyt, 1990].

. . . . h3 +2 nd 2 « T :
T, =3[ p(hiv? + ho? + hu)av =2 [ p (h? + =6, +26," ) dA =3 [ (8} [m](5}. ) (3a)
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Ue =2 [ ()T [D)(X}dA + 3 [ kh{¥} [D5)(v}dA = 1 [ (183" ko153 (3b)
[K]e = [K], + [K]s = [[BIT[DI[B] = [[B]7[D*][B*] + [[B"]" [0*][B"] (4a)
[M]. = [IN][p][N] (4b)

Bu denklemlerde B gerinme matrisi, B® egilme gerinmeleri matrisi, N sekil fonksiyonu matrisi, D
malzeme Ozellikleri elastisite matrisi, DS kayma elastisite matrisi, D® egilme elastisite matrisi, X ve Y
elemanin eksenel ve kayma gerinmeleri, Ks kayma katihgi, K egilme katihigi olarak adlandirilir.
Denklem 4a ve Denklem 4b ile verilen eleman matrisleri, sonlu elemanlar kurallarina gére
toplanarak global kitle ve global katilik matrisleri elde edilir. Ke eleman katiligi, M eleman kitlesi
ve w dogal frekans tanimlaridir. Global matrislere sinir sartlari uygulanarak matris indirgemesi
yapilir ve indirgenmis matristen dogal frekanslar w olarak asagidaki gibi elde edilir.

[K]e — [M]o{w?} =0 (5)

Sekil 1: Ankastre Katlanmis Plaka [Irie, Yamada, ve Kobayashi, 1984].

Katlanmis ya da kenarlardan birlestirilen plakalar Sekil 1'de goérilebilir. Bu plakalarda farkli lokal
eksenlerin kullaniimasindan dolayi bu lokal eksenlerin bir global eksene taginmasi gerekliligi ortaya
ctkmistir. Bu transformasyon sirasinda bir plakanin dizlem digi ekseni global eksende dizlem igi
bir eksene denk gelebileceginden dolayi, duzlem ici etkilerin de g6z 6ntinde bulundurulmasi
gerektigi gorilmis ve eksenel gerilmeler hesaba katilmistir. Bunun neticesinde 5 serbestlik
derecesine sahip bir sisteme ulasiimis, delme (dikey eksende dénme) serbestlik derecesi de ayni
nedenle eklenerek global kutle ve katilik matrisleri 6 serbestlik derecesine genisletilmistir [Niyogi,
Laha, ve Sinha, 1999]. Bu transfer islemi igin plakalar arasi agiya bagl olarak tanimlanan denklem
7a’da verilen T transformasyon matrisi kullaniimistir. Denklem 7b’de goérulebilecegi gibi katilik ve
kitle matrisi transferleri yapilmistir.

U; u
r;‘\ vj VUV
J;"LZ}LU\GUS] AT ©®)
x AN
Oy (Byj} \92)
Cos[X,x] Cos[Y,x] Cos[Z, x] 0 0 0
R 0 0 O Cos[X,y] Cos[Y,y] Cos[Z, Y] 0 0 0
0 R 0 O _|Cos[X,z] Cos[Y,z] Cos[Z,z] 0 0 0
71 = 0 0RO [R] = 0 0 0 Cos[X,x] Cos[Y,x] Cos[Z,x] (7a)
0 0 0 R 0 0 0 Cos[X,y] Cos[Y,y] Cos[Z,y]
0 0 0 Cos[X,z] Cos[Y,z] Cos[Z, z]
[Klg = [TI"[K],[T]  [M]y = [T]"[M],[T] (7b)
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Kompozit Plaka

Gunumuz havaciliginda énemli yere sahip olan kompozit malzemelerin yapisal etkisinin gorilmesi
amagclanarak, kalin ve ince plakalarda kompozit malzemeli bir kutu kirisinin dogal frekanslari
incelenmistir. Kompozitlerde lamine yapidan dolayi eksenel kuvvetler ve diizlem igi gerilmeler etkin
durumdadir ayni nedenle enine kayma gerilmeleri de g6z dninde bulundurulmalidir. Bu nedenle
referans dizlem olan orta ylzeyde eksenel yer degistirmelerin hesaba katiimasi gerekir. Membran,
egilme ve kayma etkilerinin kompozit malzemeler i¢in segilen plaka teorisine membran eleman
katilik ve kitle matrislerinin de eklenmesi ve serbestlik derecesinin denklem 8’de gosterildigi gibi
3’ten 5’e ¢ikarilmasi gerekliligi ortaya gikar.

(%
!’ 151 | v |
v =z;*=11vj[15]{lgwxfjl} @)
o) o, )
(K] = [Kl + [KTy + [K]; + [K]yuo ©)

Bu denklemlerde K, membran katiligi, Kmp membran-egilme katihigidir. Tim etkilerin titresim
Uzerindeki sonuclarini gorebilmek ancak Reissner-Mindlin plaka teorisinin genisletiimis
versiyonunun uygulanmasi ile mimkuin olmustur. Ayni zamanda kompozit malzemelerde egilme ve
membran etkilerinin birbirine bagl etkileri de gérulir. Bu etkilerin hepsini her katman icin ABD adi
verilen klasik laminasyon teorisine bagh D matrisi kullanarak goérebiliriz [Reddy,2004].

[A11 A1z Aig Bii Biz Big 0 0]
Azy Azy Az Bai By By

D = (10a)
B21 B22 B26 D21 D22 D26 0 0
Bl6 BZ6 366 D16 D26 D66
0 0 0 0 0 0 Ads
0 0 0 0 0 0 AssAss]
Nix 0 0 o 9
0 N, 0 0 0
Niy Ny 0 0 0
oo o Nx O
B=10 0 o 0 N, (10b)
00 0 N, Ny
0 0 Ny 0 N
| 00 Nix N 0

Byl =3 20-[0] @ = 2ea®) s [Pyl =520-a[05] @ —2ea®) 05 =126 (100)
[41,] = 3221 [04]" @ — zi) i) = 1,26, [A24] = 3ro[0y] k(2 — ze—r) ij = 45 « = 5/6 (10d)
[Klm = [[Bnl"[Ai][BnldA  [K]p = [[B,]"[Dij](BpldA  i,j =126 (10e)
[K1s = [[BsI"[Aij][Bs]dA i,j =45 [Klmp = [[Bn]"[Bij][By] + [By1"[Bij][Brm]dA i,j = 1,2,6 (10f)

Bu denklemlerde Alj, A2;, Bjj ve Dj matrisleri sirasiyla kompozit bir laminenin eksenel, kayma,
eksenel-egilme ve egilme katihgidir ve bunlar Q ile belirtilen plakanin agisal dizilimine bagh olarak
elde edilen matrislere baglidir.
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UYGULAMALAR VE DEGERLENDIRME

Duz ve homojen-izotropik bir plakanin boyutsuz dogal frekans degerleri ve ABAQUS yazilim
paketinden yararlanilarak elde edilen frekans degerlerinin kargilastiriimasi Tablo 1'de yer
almaktadir. (2a=1;2b=1; h=0.1; E=10920; v=0.3; p=1; 4 kenarindan basit mesnetlenmis.)

Tablo 1: Boyutsuz frekans karsilastirma 1%° = hw,/p/G.

Modlar Kod Céziimii AB"AQU"S Sonlu Eleman Yontemi Analitik
C6zimi (Petyt, 1990) (Petyt, 1990)
(1,1) 0.0934 0.0933 0.0945 0.0930
(2,1) 0.2250 0.2247 0.2347 0.2218
(2,2) 0.3456 0.3443 0.3597 0.3402
(3,1) 0.4286 0.4279 0.4729 0.4144
(3,2) 0.5347 0.5318 0.5746 0.5197
(3,3) 0.6894 0.6882 0.7520 0.6821

izotropik ve homojen ince plakalar (zerinde galisilarak 90°tek katlamali ve iki katlamali ankastre
mesnetlenmis plaka yapilarinin titresim degerleri elde edilerek ABAQUS yazilim paketinden elde
edilen frekans degerleri ve literatlr ile Tablo 2’de karsilastiriimistir. Plakalarin mod sekilleri Sekil 2
ve Sekil 3'te goérilebilir. (Bir katlama igin; 2a=1.5; 2b=2a/2; h=0.03; iki katlama icin; 2a=2; 2b=2a/3;
h=0.04; E=10.92 GPa; v=0.3; p=1000 kg/m?)

Tablo 2: 90° tek/iki katlamali ankastre ince bir plakanin boyutsuz dogal frekans degerlerinin
karsilastiriimasi.

e Kod . L
Kod C6zUmu- AP Liu ve Niyogi, Laha,
Tip Modlar Kirchhoff Cﬁ;udrﬁ# A(BlAé%;S Huang ve Sinha
(16x8) (16x8) (1992) (1999)
90° tek 1 0.049 0.049 0.0487 0.0491 0.049
katlamall 2 0.0972 0.0966 0.0970 0.0971 0.0971
3 0.1785 0.1792 0.1782 0.1786 0.1881
90° iki 1 0.1249 0.1238 0.1234 0.1249 0.1249
katlamall 2 0.1257 0.1252 0.1271 0.1252 0.1260
3 0.2579 0.2599 0.2678 0.2697 0.2579

1. Mod 2. Mod

Sekil 2: 90° tek katlamali ankastre izotropik bir plakanin mod sekilleri
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2 Mod 3. Mod

1. Mod
Sekil 3: 90° iki katlamali ankastre izotropik bir plakanin mod sekilleri

Kompozit bir plaka i¢in 90°tek katlamali plakalarin dogal frekans degerleri sonlu elemanlar yontemi
ve Q4 elemanlari kullanilarak elde edilmigtir. Katman dizilimi iki farkh sekilde esit kalinlikta 2
katmandan olugan ince bir kompozit plaka katlanarak sonlu elemanlar yontemi ile hazirlanan
Mathematica kodu yardimiyla elde edilen frekans dederleri, literatlir verileri ve ABAQUS yazilim
paketi sonuclari ile Tablo 3'te karsilastiriimistir. Plakalarin mod sekilleri Sekil 4 ve Sekil 5'te
gorilebilir. (Ankastre-2a; 2b=2a/2; h=0.02a; E1=25E2; G1,=G13=0.5E2; G23=0.2E2; v12= v21=0.25)

Tablo 3: 90° tek katlamali ankastre ince kompozit bir plakanin boyutsuz dogal frekans degerlerinin
karsilastiriimasi.

Katman Kod GozUmd- | Kod Gozima- ABAQUS | Haldar ve Sheikh
Dizilimi Modlar Kirchhoff Mindlin (16x8) (2005)
(16x8) (16x8)
1 5.876 5.666 5.518 5.527
[45°/-45°] 2 9.723 9.476 9.086 9.281
3 19.459 18.585 17.887 18.216
1 3.647 3.601 3.601 3.598
[0°/90°] 2 9.976 9.901 9.681 9.663
3 16.237 16.098 15.894 15.776

Sekil 4: 90° tek katlanmis [45°/-45°] katman dizilimli ankastre kompozit bir plakanin mod sekilleri

U,

1. Mod

Sekil 5: 90° tek katlanmig [0°/90°] katman dizilimli ankastre kompozit bir plakanin mod sekilleri
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SONUG

Bu ¢alismada katlama acisi 90°olarak kabul edilmis ince tek ve ¢ift katlamall kompozit ve metal
plakalar degerlendiriimis, mod sekilleri ve dogal frekans degerleri ¢cikartiimistir.

Sonug olarak, farkli dizilimlerin frekans degerlerini etkiledigi, membran etkilerinin ve yanal kayma
etkilerinin katlanmis yapilarda dnemli oldugu ortaya ¢ikmistir. Reissner-Mindlin ¢ézUmudnUn
modifikasyonlarla kullanildiginda izotropik ince plakalarda Kirchhoff kadar iyi sonug¢ verdigi,
kompozitlerde Kirchhoff'tan daha dogru sonug verdigi gérilmastir. Bu ¢alismanin asil amaci olan
yapilarin farkl plaka teorileri ile analiz edilebilmesi ve titresim agisindan daha iyi sonuglar elde
edilebilmesi konusunda basarili olunmustur. Bu konuda ¢ok sayida farkli teori ve uygulama
yontemleri ile bilgisayar kodu yaziimistir.
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