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TURBULANSIN BiR PROBLEMI VE
“TURBULANSIN KUANTiIK DAVRANISI” YAKLASIMI iLE ¢OZUMU

Cahit Ciray*, ODTU-Ankara

OZET

Turbllansli akimlarin klasiklesmis bir problemi, tirbiilanli ortamin yapi taslari olan ¢evrin-
tilerin boyutlari ile de 6zdeglestirilen “dalga boylarinin frekans ile olan baglantisidir’.

Bu tebligde anilan problemin ¢bzimiine iliskin ilk ¢calismalar ve bugln varilan noktanin
Ozetlenmesinden sonra yazarin kullandigi ¢6zim ele alinmaktadir.

Coézimiin temelini tegkil eden ‘tirbilansin “kuantik yaklagimi” anlatiimakta ve bu ad ile
tirbllans olayinin “tanesel” ve “dalga” davranisi, molekiler hareketlilikten baglayarak bir
fiziksel model (veya paradigma) blinyesinde agiklanmaktadir. Molekdillerin maruz kaldigi bir
akim nedeniyle “tanesel” kiitlelerin yani ¢evrintilerin olusmasindaki ilk evreler, gelistirilen bir
matematik formiilasyona dayali “molekiiler benzetim” ile gosteriimektedir.

Devaminda, kuantik davranisin dalga hareketi boyutu izah edilmekte ve bunun sonucu olarak
tirbllansin salinan hizlarinin “grup-hizi” olduklari yargisina varilmaktadir.

Grup-hizi tanimi ile tirbiilans kinetik enerj spektrumu 6lgtimler bagdastirildigi bir ¢alisma ile
dalga boyu-frekans iliskisi yani tiirbdlansin sa¢ilm (dispersion) fonksiyonu bulunmaktadir.

Bu tarz hesaplamalar on degisik tiirblilansli akima uygulanmis olup bu tebligde yalniz dérdiine
ait sonuclar verilmektedir.

Sonuglar tarbulansli akimlarin saglamasi gereken kriterler yéniinden irdelenmektedir.
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GIiRIS
Problemin Tanimiu.

Tarbulansli akimimin yapisinin belirlenmesi, tlrbllansin temel taslari olan gevrintilerin 6zelliklerinin
belirlenmesidir. Cevrintiler bir stire igin bir araya gelip beraberce hareket eden, akiskan molekiileri-
nin teskil ettigi maddesel kitlelerdir. Olusumlari, hareketleri, hizlari, yasam stireleri ve boyutlari
(her ¢ yonde) zaman ve uzay koordinatlarina gére gelisiglzeldir. Dolayisi ile tarbulasli akimin
temel Ozelliklerinden olan “akim gokluklarinin zaman ve uzay koordinatlarina gore geligiguzel
oldugu” seklinde tespit edilen 6zelligini veren, iste bu gevrintilerdir. Cevrintilerin hizlar yagamlari
sirecinde sacilimli-dalga 6zellikleri gosterirler. Dolayisi ile dalga hareketinin frekansi, dalga boyu
(veya dalga sayisi) ve kinetik enerjisi vardir. Dalga boyu ayni zamanda ¢evrintinin boyutu olarak da
dusinulebilir.

Dalga boyu ile frekans arasindaki iliskinin, yani “sacilim iliskisi’nin belirlenmesi veya hesabi, bu
tebligde “Turbulansin bir problemi“ olarak ele alinmigtir. Bu problem igin ilk 6neri G.1. Taylor
tarafindan,

(1) k = !

cl

seklindeki ifade ile yapilmigtir [Taylor G.l. 1938]. Burada “f” dalganin frekansini, “k” dalga sayisini
ve “U* tirbulansh akimin dlgiim yapilan (x, t) koordinatlarindaki zamansal-ortalamali hizidir.
Bu iligki, (x, t) koordinatlarindaki tirbllansin salinan “u” hizi gibi bir coklugunun, bir kayba ugra-
madan “x — UAt, t — At”, koordinatlarindan “U" hiz1 ile tasindigini ifade eder. Diger bir deyisle:

Du Ju | —=0du _

Dt ot + U el 0
bu hipotezinin matematik ifadesidir. TUrbulansli akim ¢okluklari, dolayisi ile bunlarin yuklt oldugu
cevrintiler viskoz veya bagka kokenli bir kayba ugramadan, ortalama hiz ile taginirlar. Bu davranis
literatiirde “donmus veya donuk tirbilans” paradigmasi olarak bilinir.

(1) numarali esitlikten anlasilacagi gibi kliguk frekanslara kargi gelen dalga sayilari ¢ok kuguk veya
dalga boylari ¢ok biylk degerler verir. Bu durum tirbtlansli akimin meydana geldigi ortamin
geometrik sinirlarini asan sonuclar verebilir ki béyle sonuglar fiziksel olarak gergekgi degildir.
Ornegin capi 10cm olan bir borudaki tirbilansli akimin cidardan uzak bir noktadaki zamansal
ortalama hiz'i 10 m/s olsun. Bu durumda, érnegin 5hertz’e karsi gelen dallga boyu 2m olur.
Landau- Lifshitz akim ortaminin geometrik boyutunun en blyUk dalga boyu olarak kabul eder ve
buna kargi gelen frekansi (1) esitligine gore hesaplar [Landau- Lifshitz, 1959. s: 118, ilk (¢ satir].
Verilen boru érneginde, dolayisi ile en buylk dalga boyu 10cm ve en kicik frekans da 150 hertz
olur. Yani bu akimda O ile 150 hertz aralidinda kinetik enerji yok demektir. Oysa, spektrum olgiim-
lerinde bu aralikta bir hayli kinetik enerjinin var oldugu goraldr.

Anilan (1) esitliginin geligtirilmesi icin yapilan galismalar genelde (1) esitliginin temel gizgisini takip
etmislerdir. Diger bir deyisle, frekansa uygun dusen bir hiz bulup frekansi bu hiza bdélerek dalga
sayisini elde etme yolunu se¢mislerdir. Hizi bulmak igin takip edilen diger bir yaklagimda iki- nokta-
capraz-zaman-korolasyonu veya capraz-hiz-spektrumdan yararlanilir. Capraz-hiz-spektrumundan
hesaplanan faz farki yardimi ile bulunan hiz (1) ifadesindeki ortalama hiz yerine kullanilir. Bu
yaklasim G.I. Taylor'un “donmus tirbllans” hipotezi dogrultusundaki bir uygulamalardir. Bu konuda
kapsamli bilgi ve ayni dogrultudaki bir uygulama [de Kat R. and Ganapathisubramani B. 2015]'de
gorulebilir.
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Bu tebligde ise, molekuler aktiviteden baglayarak g¢evrintilerin “olusumunu” ve “hizlarinin sagilimli-
dalga 6zelliklerini” g6z 6nline alan, dolayisi ile tirbllansin “tane ve dalgali” davranisina dayanan
bir paradigmadan yola ¢ikilmistir. Bu 6zellikler “TUrbulansin Kuantik Davranigi” diye ifade edilmis-
tir. ilerleyen satirlarda bu anlayis cergevesinde turbiilans kinetiginde ve tiirbiilans yapisinin ince-
lenmesinde ortaya c¢ikan “dalga-sayisi-frekans iligkisi” problemininin ¢6zimu gosterilecektir.

Kuantik Davranig paradigmasi ve Gozumum Geligsmesi.

Her ne kadar bu tebligde mantiksal olarak “Turbulansin Kuantik Davranisi” paradigmasi dnce ve
salinan hizlarin grup-hizi olarak ele alinmalari sonra ve rn sonra da hesaplama ydntemi anlatilsa
da, bu gelistirmeler zamansal olarak bu siralamaya gore orrtaya gcikmamistir. Once,“kizgin tel” ile
neyin élguldugunidn analizi ile ugrasiimis ve “grup hizi” kavramina erigilmis ve takiben hesaplama
tarzi ortaya atilmigtir [Ciray C., 1982]. Turbulansin fiziksel karakterinin temelde bir “surekli ortam
olamayacag! fikrinin zaman igcinde benimsenmesi ile molekuler aktiviteye ilgi duyulmus ve
“‘molkuler simulasyon” ¢alismari surecine gecilmigtir [Ciray C., 2017], [Eneren (Aksoy) S. P., Ciray
C. 2017]. Nihayette “Kuantik Davranis” paradigmasi fikri olusmustur [Ciray C, 2019].

BiR TURBULANS PARADIGMASI

Tarbulansli akimin olusmasi ¢evrintilerin ortaya ¢ikmasi ile gerceklesir. Cevrintiler ise akiskani
teskil eden molekullerin topaklagmasi ile meydana gelirler. Duragan haldeki bir akiskanin mole-
kalleri gelisi-guizel hareketlilik igcindedirler. Sifirla yuksek denilebilecek hizlar ile dogrusal veya
orbital yortingelerde ve bir eksen etrafinda donme hareketi yapabilirler. Molekdller tek ¢cekirdekli
atomik yapiya sahipse, molekiiller “basit” olarak nitelendirilirler. Birden fazla ¢ekirdegi olan mole-
killerim dogrusala harekete ilaveten bir eksen etrafinda dénme hareketleri de mevcuttur. izleyen
satirlarda molekullerin (basit veya ¢ok c¢ekirdekli) yalnizca dogrusal hareketleri g6z 6nliine alina-
caktir. Molekdllerin birbirini takip eden iki carpisma arasindaki hareketleri her zaman tek yonli-
dogrusal bir hareket degildir ve bu araliktaki hareketin yoringesi egrisel olabilir [Eneren (Aksoy)
S.P. and Ciray C. 2015]. Carpismadan sonra molekil yeni bir yon kazanir. Birbirini izleyen iki
¢arpisma arasindaki mesafenin (ydrtingenin uzunlugu degil) ortalamasi yani “Ortalama Ugus
Mesafesi; OUM” diye tanimlanir. Yorange-uzunlugu ortalamasinin “OUM”nin iki katina yakin olan
durumlar Argon gazi ile yapilan simulasyonlarda tespit edilmistir, [Eneren (Aksoy) $.P. 2016, Tablo
4. s.43]. Bilindigi gibi bir akigskanin kinematik viskozitesi molekdllerin ortalama hizi ile “OUM”nin
carpimi olarak hesaplanmaktadir (Dogal Viskozite). Bu hesaplama akiskanin molekdler aktivite-
den baska bir hareketliliginin olmadigi durum igin gegerlidir. Akigkanin herhangi bir kitlesel
hareketi olmasi durumunda, bir raddeye kadar molekuler aktivitede ve “OUM” ile hesaplanmis olan
viskozitede hissedilir bir degisikligin olmadidi anlasiimaktadir. Dolayisi ile akiskanin dinamik
dengesinde g6z 6nlne alinan viskozite, bu viskozitedir. Pratikte, bu durumdaki hareketlilik, akigka-
nin “Laminer Akimi” diye anilir. Buna “Viskoz Akim” demek daha dogrudur. Gercekte, laminer
akimlar viskoz akimlarin bir alt grubudur.

Akiskanin kutlesel-hizinin artmasi ile molekullerin kutlesel-hiz yéninde kazandiklari hiz bileseni ile
birbirlerine yaklagmalari ve beraberce hareketlendikleri, yani topaklasmalari gérulmektedir. Topak-
lasma olayi, ¢evrintilerin olusmasi ve akimin tirbulansli rejime gegmesinin isaretidir. Topaklagsma
veya bebek-cgevrintilerin olusmasi molekuler-simulasyon ile elde edilmig olup (1) ila (4) numarah
Sekillerde elde edilen ilk sonuglar gésterilmistir [Kabakc i. 2019]. Bu sekillerde degisik kiitlesel-
hizlarda tespit edilmis olan molekil (veya pargacik) topaklari gérilmektedir.
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Simulasyon 20X20X200° hacmine yerlestirilmis ¢ = 3.4 A° gapinda 1000 adet Argon molekulinin

1000 ps boyunca izlenmesi ile gerceklestirilmistir. Bes similasyonun bazi sonuglari agagidaki
TABLO 1’de verilmigtir.

TABLO 1
Deneme Kitlesel-Hiz Topak Sayisi Molekil sayisi

- m/s - -

I 89 2 14

I 223 7 13
Il 447 1 16
v 894 4 18
Y% 2233 1 24(sekil yok)

incelemenin sinirlari icerisinde, artan kitlesel-hiz ile topaklardaki molekiil sayisinin dogrusal olarak
arttigi gézlenebilir. Topaklas- ma ile gevrintilerin olustugu makul bir distincedir. Dolayisi ile topak-
lasma, cevrintilerin olusmasini ve akimin tlrbdlansli rejime gegilmesinin ifade eder.

Tarbulansli akimin binyesini teskil eden cgevrintiler sekil, blyuklik ve hayat sireleri bakimindan
oldukga genis bir spektruma sahiptirler. Omdirlerinin sinirli olmasi bir siire sonra béliineceklerini ve
dagilacaklarini (sagilma olayi) gosterir. Hayat slreleri boyunca hareketleri gelisi glizeldir. Boyutla-
rinin ve sekillerinin sabit kaldigini iddia etmek mimkin degildir. Peki, o0 zaman g¢evrintinin tanimi
nedir? Benimsenen (en azindan bu yazinin muellifi tarafindan) séyledir:

“Bir sure icin belirli bir grup icinde hareket etmeyi yegleyen akiskan molekillerinin teskil ettigi bir
topluluk olup bu sire iginde grup-kisiligi korunur”.

“Kisilik” kavrami degisik sekillerde algilanmistir. Ornegin, L. Prandtl bunu “momentum” olarak ele
alirken, G.1.Taylor kisiligi “cevri” (vorticity) olarak disunmastr.

Cevrintilerin hareket ve hizlar gelisiglizel olup zamansal bir ortalamaya sahiptirler ve ortalama hiz
yerel kitlesel-hiz olarak kabul edilir.

Tarbllansli rejimde akimin dinamik dengesini gevrintilerin hareketleri tanimlar. Molekdler aktivite-
nin (dolayisi ile viskozitenin) etkisi azalir. Bu olgu, yani molekuler-aktivite etkisinin azalip yerini
cevrintilerin hakimiyetine birakmasi turbalansli rejimi tanimlayan bir 6zelliktir. Cevrintiyi teskil eden
molekdllerin ve/veya molekul-gruplari olan pargaciklarin, kendilerine 6zgu hareketleri vardir. Diger
bir deyisle, cevrintiler hareketsiz parcaciklardan degil fakat bir slire beraber hareket etmeyi yegle-
yen pargaciklardan meydana gelmislerdir.

Cevrintinin hareketi, gercekte grup halinde hareket eden bu parcaciklarin hareketlerinin bir sonucu,
g6rintisu veya algilanmasidir. Diger taraftan, zaman boyunca olusan ve kaybolan cevrintinin
hareketi sacilimli-dalga hareketidir. Sekil (5)de bu iki olusum temsil edilmeye ¢alisiimistir. Sonucg
olarak gevrintinin hiz- dalga boyu- iligkisini “grup-hizi” tanimina goére ifade etmek dogru olur. Bu
halde:

_df

(2) U=
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baglantisi gegerlidir. Dalga teorisinde grup-hizi ayni zamanda kutlenin yer-degistirme hizi ve
enerjinin tasinim hizidir. Dolayisi ile (2) ifadesindeki “u” ister KTH (Kizgin Tel Hizoélgeri) teknigi ister
PiH (Pargacik Hiz Olgeri) teknigi kullanilsin, tirbilansin dlgilen “salinim” hizidir.

Salinim hizinin grup-hizi olmasi “Turbllansin Kuantik Davranisi” yaklasiminin temelidir.

DALGA BOYUNUN HESAPLANMASI
Hesaplamanin Temelleri.

Suphesiz sacilim iligkisini bulmak igin (2) esitligi tek basina yeterli olamaz. Bu teblige konu olan
yaklasimda iki ilave bilgi kullaniimistir. Bunlar salinim hizinin Olasilik-Yogunlugu-Fonksiyonu
(OYoF) ve Turbulans-Kinetik-Enerji Spektrumu’dur (TUKES).

TUKES turbulansli akim ortaminin bir noktada deneysel olarak elde edilmis bir iliskidir ve frekans
basina boyutsuz kinetik enerjiyi gosterir, G(f). Tanimi:

u?=u? =u'? fooo G(Hdf
olup neticede:

3) J, G(Hdf=1 dir.

TUKES ilgilenilen noktada tiirbiilans gercek yapisini biinyesinde tasiyan bir fonksiyondur. izleyen
hesaplama surecinin dogru olmasi halinde, elde edilecek sonuglar tlirbllansin o noktadaki gercek
fizigini verir.

“Turbdlansin Kuantik Davranisi” yaklasimina gore sacilim iligkisinin gelistiriimesinde kullanilan

yardimci ikinci kaynak “OYoF “dur ve turbilansli akimin “salinim hizi’nin (veya anil hiz’'nin)
olasilik-yogunlugu fonksiyonudur, P(x) ile simgelenmistir. (xX) boyutsuz (u)dur.

OYoF ve TUKES fonksiyonlari kullanilarak:
[0 0] 2 _ 2 (0]
@) J_ o, PeOu?dx = u’? [~ G()df

esitligini yazmak mumkundur. Bu esitlikten yararlanarak u(f) ve P(f) iligkileri elde edilir. Bunun igin
(4) esitligi:

(5) [ P uPdx [ Pr(udx=u? [ G(fdf

seklinde kullaniimigtir. Kullanila OYoF simetrik degildir ve P ile Pr sirasi ile OYoF’nun sol ve sag
ayaklarinidir. Dolayisi ile ayni frekanstaki " + u" hizlarinin farkl olasiliklara sahip olabilirler.

(5) denklemi, OYoF'nun “ + xiile +x;,," araligina kargi gelen kinetik enerjinin TUKES’'nda “f ile
f+df “ frekans araligindaki kinetik enerjiye denk oldugunu gdsterir. Denklem, OYoF’nun sol ve sag
ayak- lari icin yazilarak OYoF’nun asimetrik olmasi g6z énine alinmistir; Sekil (6) bu durumu ve
esitligi temsil etmektedir.

Hesap tarzinin devaminda, tespst edilmis olan u(f) iliskisi, grup-hizi ifadesini veren (2) denklemine
uygulanir ve bu sefer de f(k) ve dolayisi ile u(k) bulunur.

5
Ulusal Havacilik ve Uzay Konferansi



CIRAY UHUK-2020-046

Coziim iglemleri ve Olasilik-Yogunlugu Fonksiyonu.

Hesaplamalar yukarida 6zetlenen esaslara gore énce (5) sonra da (2) denkleminin ¢céziimlenmesi
ile yapilmistir. Kullanilan matematik, tanimlanan parametreler, boyutsuzlandirma, denklemlerin bil-
fiil hesaplamada kullanilan sekilleri ve OYuF ile ilgili matematiksel bilgiler toplu olarak “EK” de go-
rulebilir. Oldukc¢a detayh olup dokuz sahifeyi bulmasi nedeniyle tebli§g metnine dahil edilmemistir.
Ancak ¢dziimde kullanilan:

(6) P(y) = P(1)y"exp[A"(1 —y™)]

Olasilik-Yogunlugu-Fonksiyonu tzerinde durmak gereklidir. Bu ifade de gorulen “y” aslinda daha

once tanimlanmig olan “x” ile baglantilidir, yani:

(7) Xx=— , y=14+Ix= dir.

alc

Fiziksel agida "I" géreli-tirbilans- siddeti ve “y* boyutsuz anil-hiz’dir. (6) esitlignde goriilen g

sabite gelince: P(1) ve “A” her “OYoF’nun saglamasi gereken tanim kosullarindan “n” degeri

cinsinden hesaplanir (bkz. EK). Bunlari veren esitlikler asagida gosterilmistir, (EK 21 ve EK 17).,

F(n-l_z) n+1
S~ Pl)=— M

® A= 1 -
F(J F(n:) exp (A” )

n

Her iki sabit, G¢lincu sabit olan “n” argimani cinsinden Gama fonksiyonu yardimi ile hesaplanirlar.
Bu sonuncu sabit ise OYoF’nun “k” momenti “ y* “da gorulur, (EK 25).

LGS ]

9) Bo= NT
)
n
ikinci momentise "I" ile baglantilidir, (EK 6):

,_ TG

(10) no= F(HT-'-Z)Z

Dolayisi ile 6lgiim noktasina ait tirbiilans siddeti “u’ “, ortalama hizi “U" degerler ile TUKES

fonksiyonu G(f)‘nin bilinmesi halinde 6nce “n” hesaplanir, sonra P(y) belli olur ve nihayet (5)
denkleminin ¢ézumu yapilabilir.

= 1+1%.

Bu calismada kullanila OYoF, gercekte Maxwell-Boltzmann (veye Boltzmann) Olasilik-Yogunlugu
fonksiyonundan esinlenerek gelistirilmistir, [Ciray C.,1980]. Bir tir “Genellestiriimis M-B fonksiyonu”
denebilir. Bu esininin kaynagi, M-B fonksiyonunun denge durumundaki basit molekullerin istatistigini
temeli olmasi ve 6zellikle molekullerin hizlarinin (hiz bilegenlerinin degil) istatiksel dagilimini
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gostermesidir. Yazarin buradaki duguncesi ¢evrintilerin istatistiginin molekullerinkinden ¢ok uzakta
olamadigi seklindedir.

Suphesiz bu kullanilan SOYoF bir tercih sonucudur. Simetrik, yani orijinal M-B fonksiyonu veya
baska bir OYoF’'nu da segmek mumkuindur. Denenecek OYoF’larinin basarisi, deneysel sonugla ile
beraber degerlendirmek gerekir.

SAYISAL SONUCLAR

Anlatila hesaplama tarzi on ayri halde denenmistir. Bu teblie bunlardan yalniz dérdi konmustur.
Gosterilen haller TEST 2, TEST 8,9 ve TEST 10’dur bunlara hesaplama sonuglari ve ilgili akim (ve
turbllans) kosullari sirasi ile TABLO 2, 3, 4 ve 5’te verilmisgtir.

Tablolarin bas kisminda ortalama hiz “U “ tirbilans siddeti “u’ “, goéreli-tirbulans-siddeti "I" ile

[T ]

“n”, P(1),”A” degerleri siralanmistir. “n” degerlerinin en yakin tam sayi1 secilmesi nedeni ile deneyden

bulunan Ity ile hesaplanan I, arasinda ihmal edilebilecek farkliliklar vardir. Alt sirada kolonlarin
basliklari siralanmigtir. Bunlar sirasi ile frekanslar “f”, spektrumda frekans araliklarina karsit gelen
deney sonucu elde edilmis boyutsuz kinetik enerji “AG” ve frekans satirinda hesaplama sonucu elde
edilmis degerler yani boyutsuz salinan hiz “x”, dalga sayisi “k”, dalga uzunlugu “L” ve OYoF

degerleri P, Pr yer almigtir. Her tablonun altindaki sekilde ilgili TUKES fonksiyonu gdrulmektedir.

TEST’lerin veri kaynaklari ve ilgili akimlarin nitelikleri kisaca 6zetlenmistir. Bunlardan 2 ve 10
numaradakiler sinir tabaka, 8 numaradaki 1zgara turbulansi ve 9’daki boru akimidir.

TEST 2: Bu hal 30X30cm? en kesitinde kapali devre Riizgar Tlneline (RT) yerlestirilmis, veteri 30cm
olan, NACA 0012 kanat profili Gzerinde yapilan 6lgimlerden biridir. Profil 12° hiicum agisinda
yerlestirimis ve KTH 6lgimi hicum kenarinda 4cm ve cidardan 6.7mm mesafededir. Olgme
noktasindan RT’nin Ust duvarina olan mesafe yaklasik 13 cm’dir, [Ciray C. 1980 ve 2017].

TEST 8: Izgara mansabinda olusan tirbilansh akimda yapilmis bir galismadir. Olgiimler Fransiz
Bilim adami Favre’a aittir. Izgara gozleri 2.5X2.5 cm? olup 5mm ¢apindaki gubuklardan yapiimistir.
Olglim yapilan nokta 1zgaradan 40M (yani 40X2.5=100cm) mesafededir. TABLO 3’de goriilen veriler
Hinze'nin “Turbulence® kitabindan derlenmistir, [Hinze 1959, 1].

TEST 9: Bu calisma bir boru akimina aittir. Laufer tarafindan yapilms olup TABLO 4’deki veriler
Hinze'nin “Turbulence® kitabindan derlenmistir, [Hinze 1959, 2]. Boru ¢api 25cm olup hesaplamalar-
da cidardan 6.25cm mesafede yapilan 6lgim sonuglari kullaniimigtir.

TEST 10: Bu TEST’de Klebahnoff'un sinir tabaka galsmasinin verileri kullaniimistir. Veriler gene
Hinze'nin “Turbulence” kitabindan derlenmistir [Hinze 1959, 3]. Olgme istasyonunda sinir tabaka
kalinligi 7.6 cm olup, dlgme noktasi cidardan 0.05X7.6 = 0.38cm mesafededir.

IRDELEME

Spektrum. Noktasal olarak yapilan TUKES 6l¢umleri frekans temelinde yapilir ve 1 hertz’den bas-
layarak 50 -100 hertz’e kadar olan bir bandi taramak mumkunddr. Dolayisi ile frekans temelinde
bulunmus bir spektrumda (f-Spektrum) kic¢ik frekans bandi da dahil olmak Uzere, tlrbilansin yapi-
sI timuyle goralur. Ancak (1) ifadesi kullanilarak f-spektrumundan elde edilen dalga-sayisi temelli
spektum (k-Spektrum) icin ayni seyi sdylemek mimkuin degildir. Gergekten (1) transformasyonu ile
hesaplanmis olan bir k-Spektrumunun f-Spektrumundan bir farki yoktur.

7
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1
Frekans degerleri sabit bir say1 “ g ile carpilarak dalga-sayilari elde edilmistir. Bu nedenle k-

spektrumunda belirli bir “k* ” degerinden daha kiiglik dalga-sayisi bandi gésterilmez. Ornegin
TEST 9’da yararlaniimis olan ¢alismada k* degeri 0,02 1/cm olarak gérular ki bu en biytik dalga
boyu (veya ¢evrintinin) 50 cm olduguna isaret eder. Halbuki boru ¢api 25 cm’dir. Boru ¢api ile

uyumlu olani k*= 0.04’diir. Bu da (1) ifadesinin kullaniimasi halinde f* = k*XU = 0.04X3000 = 120
hertz eder. Anlasildidi gibi 0-120 hertz araliginda k-spektrumunda bir bilgi gézikmemektedir.
Halbuki bu aralikta dnemli bir enerji miktari oldugu gibi ayni zamanda buyuk ¢evrintilerin olustugu
bolgedir. Dolayisi ile tirbulansin yapisinda ve dinamiginde géz ardi edilemez.

Bu boslugu doldurmak igin TUKES fonksiyonu G(k) yerine “k®?G(k)“ seklinde hesaplanmaktadir. Bu
son seklin dogal viskozite ile garpimi, yani “9k?G(k)”, spektrumun dinamik dengesini veren denk-
lemde enerjinin viskoz-kaybini (viscous disipation) temsil eder. Turbilans enerjisinin viskozite
nedenl ile ugradigi enerji kaybinda kiguk ¢evrintilerin 6nemini ifade eder. Blyik ¢evrintiler bélge-
sinin yapisini ne ol¢ide yansittigi sual igaretidir. Diger taraftan, spektrumun “Atalet-Alt-Bolgesi’nde

5
(Inertial Sub Range) G(k) « k3 davranisi gerek (1) temelli hesaplamada, gerekse Kuantik
davranis yaklasiminda belirgindir.

Cevrintiler. Referanslardaki f-Spektrum verilerinin Turbllansin Kuantik Davranisi gercevesinde
degerlendiriimesi halinde, f =1 heryz i¢in hesaplanan en biyik dalga boylarinin (veya g¢evrintilerin)
tirbulansh akimin zati-sinirlarini (intrinsic boundaries) asmadigi gordiliir. izleyen Tabloda sunulan
dort TEST ait hesaplanan en buylk dalga boylari ile bu akimlarin zati-sinirlarinin bayiklikleri toplu
halde gdsterilmigtir.

TEST Lmax (cm) Lzati (cm) AKIM TiPI
2 7.23 13 RUZ.TUN.- PROFiIL
8 057 25ve 0.5 IZGARA TURBULANSI
9 2.32 25 BORU AKIMI
10 1.13 7.6 SINIR TABAKA

Frekans, dalga boyu, salinim hizi ve olasilik iligkisi, F(f, L, u, P). Bu dort degiskenin artan
frekansa gore aldiklari degerler 2, 3, 4, 5 numaral TABLO’lardan izlenebilir. Sunulan dort
TEST'de bu degdiskenlerin davranislari ortaktir. Frekansin artmasi ile, beklendigi gibi, dalga sayisi
artar veya gevrintiier kiigUliir. Salinim hizlarinin arttigi, hatta f = 5000 hertz'deki degerin f =1
hertz’dekinin iki katina ulastigr gorulebilir. TABLO’larin son iki kolonunda bulunan OYoF
degerlerinin, artan frekans veya artan salinim hizlari ile kaguldikleri goralir. Bu kugulme, olasihgin
da kuguldigune isaret eder. Diger bir deyis ile, yliksek frekanstaki ¢evrintilerin boyutlari ufak,
hizlar ylksek ve olasi, liklari da kigukttr. Hiz salinimlarinin bu davranigi, Sekil 11°de gorilen
“Tekleme” (Intermittency) dlgumleri ile benzerlikler tagimaktadir [Rotta J., 1956]. Benzerlik,
“Tekleme”nin turbulans bolge- sindeki salinim hizlarinin ylksek frekansta ve yiksek degerlerde
olmasi, ayrica bu boélgenin olusma olasiliginin kiguk olmasidir. “Tekleme”deki laminer denen bolge
TEST lerde goérlilemez. Rotta’nin élgimleri yaklagik 6 mm ¢apindaki bir boruda ve gok kiiguk bir
Reynolds sayisinda (Re = 2520) yapilmistir.

Sacilim iligkisi, f(k). TABLO’larda verilen frekans ve dalga sayilarindan hareketle f(k) sagilim
iliskislini bulmak mimkinddr. Elde edilen bu iligkiler Sekil 12°’de gdsterilmistir. Log-log kagitta
¢izilmis olan bu sonugclari algak (1-500 hertz) ve yuksek (500-5000 hertz) frekans araliklarinda
dogrusal bir degisim gosterdikleri kabul edilebilir. Bu durumda sagcilim iligkisinin genel ifadesi:

8
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(11) f= ckP

olarak yazilir. “B” sa¢ihm katsayisi olup oldukg¢a dar bir aralikta degisir. Dort TEST icin degerler
verilmigtir.

Sacilim Katsayilari

TEST 1-100 (veya 500) hertz 500-5000 hertz
2 1.2438 1.221
8 1.4793 1.2723
9 1.5083 1.2107
10 1.4577 1.1628

(11) ve (2) numarali denklemlerden hareket ederek grup hizi ile faz hizi baglantisi elde edilebilr.

(12) u=p,p-
Cevrintilerin Hayat Sireleri. Turbllansin Kuantik Davranigi yaklasiminda, ¢evrintiler dalga gru-
bunun olugsmasi ile hayata gelir ve grubun sagilimi ile son bulur. Bu stre i¢inde grup hizi ile dalga

boyu kadar yol alir. Dolayisi ile hayat suresi grubub periyodu kadardir. Dolayisi ile ¢evrintinin “T”
haya suresi (13) ile hesaplanir.

L
(13) T= <

Buna gore en buyuk ve en kiguk cevrintilerin hayat sureleri agagida verilmistir.

TEST  En Blyidk En Kiguk
s us
2 0.127 26.4
8 0.105 27.5
9 0.105 28.1
10 0.105 28.8

Blyuk cevrintilerin hayat sureleri T= 0.1 s mertebesinde iken f= 5000 hertz’salinum hizlarini vere
cevrintilerin hayat sureleri gok daha kisa ve T= 25-20 ps civarindadir.

Bu galismada eldeki imkanlar iginde en turbulansin kinetik enerji spektrumunda ancak f= 5 khertz
Ust sinirina kadar gidilebilmistir. Bu glin spektrum oélgciimlerinde KTH teknidi ile frekans dst sinirini
100 khertz’e cekmek mumkundur. Spektrumun ylksek frekans bolgesinin olabildigince buyatulmesi
turbulansin kokeni hakkinda bilgiler vermesinin mimkun olacagi degerlendiriimektedir.

9
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DEGERLENDIRME

Ne yapildi: Bu tebligde turbllansin temel taslari olan ¢evrintileri hem pargacik hem de sagilimli
dalga 6zelliklerini kapsayan “Turbulansin Kuantk Davranig” algilamasi bir fiziksel paradigma cerce-
vesinde agiklanmistir. Bu yaklagimin fiziksel sonucu, salinim hizinin grup hizi olmasidir. Bu sonug
uygun bir matematikle bazi tirbulansli akimlara uygulanmis ve c¢evrintiler 6zellikleri hakkinda ger-
cekci degerler hesaplanabilmistir. Bunlar ¢evrintilerin baydkltkleri, hayat sireleri, dogru spektrum
fonksiyonu ve sacilim fonksiyonu gibi 6zelliklerdir. Cevrintilerin olusmasinin ilk adimi olan topak-
lasmanin molekuler similasyon ile elde edilmis ilk sonugclari ilk defa bir yayainda,bu tebligde yer
almistir.

Ne yapilyor, yapilacak, yapimali: Oncelik, hesaplama siirecinin bir EH Yazilimi (Computer Code)
haline getirmektedir. Dijital veya analog olarak kaydedilmis KTH veya PiH l¢lim sonuglarini veri
kabul eden bu yazilim nihayette frekans spektrumunu ve dalga-sayisi spektrumunu, gevrinti bilgi-
lerini ve sagilm fonksiyonunu bilgilerini “¢ikti” olarak hazirlayacaktir. Bu ¢alisa bir hayli gelismis
durumdadir. Bu tebligde aciklanan fikir temelindeki TEST lerin verileri paralelinde ama gunimuizin
daha hassas metotlarini kullanarak degigik akimlarda ve degisik kosullarda uygulanmalar planlan-
mustir. iki Yiksek Lisans 6grencisi bu konularda ¢alisma halindedirler.

Uc boyutlu spektrum, tebligde kullanilan “genellestiriimis M-B OYoF”nun alternatiflerini denemek,
yapilacak calismalar arasindadir

TESEKKUR

Beni sabirla dinleyen ve gerekirse dikkatimi ceken degerli dostum Prof. Dr. Cevdet Celenligil’e,
ayni sekilde destegini ve goéruslerini esirgemeyen Dr. Mustafa Pergin’e, deneysel calismalara
destek olan ODTU- RUZGEM’e samimi tesekkurlerimi sunarim.
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Sekil 2: Kutlesel-Hiz 223 m/s ; Topak Sayisi 7 ; Tane Sayisi 13.
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Sekil 4: Kitlesel-Hiz 894 m/s ; Topak Sayisi 4 ; Tane Sayisi 18
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Sekil 5: Cevrintinin i¢ Yapis ve Sagilim Olayi

P(x)

P(X)u2 — G(f)

x
v
—

Sekil 6:  Olasilik-Yogunlugu Fonksiyonu ve (5) Denklemi.
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cls

10

20

50

100

200

500

1000

2000

5000

TABLO 2

VERI ve SONUCLAR. TEST 2

U=3222m/s lactuaL = 0.0354 n=35

u'=135 cm/s In=35= 0.0352

AG X k L
- - cm? cm

0.02041

0.4214 0.1384 7.225
0.100

0.4848 0.2411 4.1472
0.294

0.6142 0.4952 2.0193
0.0237

0.6920 0.8515 1.1744
0.0452

0.8085 1.472 0.6794
0.0820

0.9695 3.042 0.3287
0.0.866

1.112 5.278 0.1895
0.1710

1.342 9.072 0.1102
0.2430

1.639 18.44 0.0542
0.0926

1.808 31.94 0.0313
0.087

2.002 56.372 0.0177
0.1140

2.298 121.317 0.0082

A= 0. 98355565

P(1) = 0.4088

PR(X)

0.4088

0.4564

0.4546

0.4419

0.4280

0.3986

0.3428

0.2825

0.1792

0.0707

0.0336

0.0111

0.0011

Ulusal Havacilik ve Uzay Konferansi

PL(X)

0.4088

0.3089

0.2931

0.2615

0 2413

0.2171

0.18

0.1578

0.1217

0.0854

0.0694

0.0544

0.0371
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TABLO 3

VERI ve SONUCLAR. TEST 8

U =12.25 m/s lactuaL = 0.0200 n=63 A=0.991485
u'=24.5cm/s ln=6s= 0.0199 P(1) = 0.4104
AG X k L Pr(X)
- - cm? cm -
- - - 0.4104

0.00298

0.2217 1.756 0.5696 0.4495
0.00298

0.2808 2.776 0.3602 0.4562
0.00861

0.3838 5.092 0.1964 0.4630
0.0149

0.4853 8.043 0.1243 0.4626
0.0298

0.6153 12.704 0.0787 0.4504
0.0893

0.8466 23.229 0.0430 0.3946
0.130

1.068 36.621 0.0273 0.3055
0.186

1.317 58.123 0.0172 0.1881
0.290

1.656 109.880 0.0091 0.0608
0.134

1.893 182.147 0.0055 0.0178
0.0 595

2.057 312.017 0.0032 0.0057
0.0513

2.230 670.940 0.0015 0.0013
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PL(X)

0.4104

0.357

0.3426

0.3161

0.2902

0.2580

0.2056

0.1624

0.1228

0.0822

0.0614

0.0500

0.0402
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cls

10

20

50

100

200

500

1000

2000

5000

U = 30.00m/s
u'=86cm/s
AG X

0.00462

0.2577
0.00462

0.3267
0.013

0.4473
0.0462

0.6524
0.0436

0.7746
0.105

0.9806
0.247

1.306
0.142

1.499
0.155

1.724
0.152

1.991
0.0 401

2.115
0.0318

2.231

TABLO 4

VERI ve SONUCLAR. TEST 9

IACTUAL = 0.0287

In:43: 0.0289

cm?

0.4310

0.6811

1.2447

1.9120

2.936

5.433

8.629

13.83

27.438

47.105

82.689

183.553
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n=43 A= 0.987950

P(1) = 0.4050

L Pr(X) PL(X)
cm - -

- 0.4050 0.4050
2.320 0.4456 0.3462
1.4683 0.4513 0.3292
0.8016 0.4542 0.2993
0.5231 0.4357 0.2500
0.3406 0.4095 0.2226
0.1840 0.3413 0.1806
0.1159 0.1985 0.1265
0.0723 0.1185 0.1012
0.0364 0.0513 0.0774
0.0212 0.0123 0.0557
0.0120 0.0052 0.047
0.0054 0.0020 0.0412
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TABLO 5
VERI ve SONUCLAR. TEST 10

U =13.15m/s lacTuaL = 0.0228 n=55 A= 0.990351
u’= 30cm/s In=s5= 0.0227 P(1) =0.4094
f AG X k L Pr(X) P.(X)
cls - - cm cm - -
0 - - - 0.4094 0.4094
0.01282
1 0.3608 0.8826 1.133 0.4600 0.3220
0.0126
2 0.4574 1.395 0.7171 0.4612 0.2974
0.0354
5 0.6188 2.562 0.3903 0.4477 0.2576
0.0491
10 0.7619 4.079 0.2452 0.4181 0.2245
0.0769
20 0.9237 6.564 0.1523 0.3656 0.1903
0.191
50 1.202 12.475 0.0802 0.2429 0.1406
0.
100 1.404 20.513 0.0488 0.1508 0.1111
0.234
200 1.701 34.006 0.0294 0.0514 0.0782
0.132
500 1.943 68.493 0.0146 0.0137 0.0580
0.0561
1000 2.107 120.206 0 0.0083 0.0042 0.0472
0.0 257
2000 2.206 217.337 0.0046 0.0018 0.0416
0.0256
5000 2.313 495.453 0.0020 0.0006 0.0362
18
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Sekil 8. TUKES Fonksiyonu. TEST 8.
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Sekil 10. TUKES Fonksiyonu. TEST 10.
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Sekil 11. Tekleme (Intemittency)

0! ) 2 o 4 o' ot

Sekil 12: Sacilim liskileri (Dispersion).
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MATEMATIKSEL GELSTIRMELER
UHUK 2020-046 TEBLIGI

TURBULANSIN BiR PROBLEMI VE TURBULANSIN KUANTIK DAVRANISI
YAKLASIMI ILE COZUMU

EK

GIRIS: Bu EK, “Tirbiilansin bir Problemi ve Tiirbiilansin Kuantik Davranisi Yaklasimi ile Cézimu”
baslhkh UHUK 2020 Kongresini 046 numarali tebliginin tamamlayici pargasidir. Kullanilan mate-
matigin Uretim sureglerini igerir. Tebli§ metininin surekliligini, butiinliglini bozmamak igin matema -
tiksel gelistimeler bu EK’te verilmistir. C. CIRAY.

ICINDEKILER.
I: GENEL.
IIl: OYoF’nun SABITLERI.
IIl: COZUMDE KULLANILAN DENKLEMLER.
1: DENKLEMLERIN SAYISAL HALLERI..
2: SAYISAL DENKLEMLERIN COZUMLERININ BALATILMASI.

3:“K'nin u =3—E) YARDIMI iLE BULUNMASI.

I.GENEL.
l.1. TANIMLAR VE SIMGELER.:

U Anilhiz ; u : Salinim hizi

U : Ortalama hiz (zamansal), u'=u’

22
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P(y) : OYoF, tanimlanmigs bir fonksiyon.

G(f) : u? ile normallestiriimis TUKES fonksiyonu. Deney sonucu elde edilmis sayisal veridir.

o : Dairesel frekans. w=2nf. f: Dogal frekans (1/s veya hertz).

u*:“U’nun “« “ninct momenti : T 1K J'P(y)UKdy

U

1.2. OYoF’nun OZELLIKLERI VE SONUGLARI.

( % 1
@: [Py =1 - (1A): JPO)dx =1
@: [P(y)Udy =U . 3): [P(y)ydy =1

_T;P(y) Udy = [0y U P(y)dy-+ [Puy-
U+jjo P(y)udy U, Ohalde:
(4): ofP(y)udy =0 ve (5): TP(1+ IX)udx = 0. Ayrica:
frepuray= [PY)U+ufdy=U" [Py)dy+ [P(y)u’dy=Ucs 2. o haide:
(6) ui= 1412
Il. OYoF’nun SABITLERI.

II. 1. OYoF’nun iFADESI.

) P()= PA)Y explA"(L-y")} i

23
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Burada P(1) ve “A” sabitlerdir ve OYoF’'nun sadlamasi gereken standart 6zelliklerden hareket

[T}

edilerek bulunur. Ugiincii sabit “n” her TEST icin ayrica (6) yardimi ile hesaplanir.

(7) ifaeesi yeniden yazilsin:

8) P(y) =Cy"exp(-A"y")
Demek ki:

© C=PL)exp(A") di. g paige:
(10) P(y) = Co(y) olup
(11) o(y) =Yy exp(-A"y") dir.

IIl. 2. P(1) HESABI.

(1) Kosulunun saglanmasi igin:

1
(12) C= - olmahdir.
[o(y)dy
II.2.1. (12) ifadesindeki entegralin hesabi:
y'=q
tansformasyonunu yapalim. O halde:
1
1 n
(13) dy = —q—dq ve:
ndq

. 1

oty = [y"exp(-A"Y")dy = [aexp-A')=Lda  veya

© 1 © i ]
(14) Jolyky == [a" exp(-A"q)dg  olur.
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Bu esitligin sag yani “Handbook of Mathematical Functions, edited by M. Abramowitz and |. A.
Stegun, a Dover pubication.” da verlien Gama fonksiyonunun tanimi ile benzerlik tasir. Kitabin
255’inci sahifesinde 6.1.1 formali:

6.1.1) I(z)= sztH exp(— Kt )dt dir.

iki entegralin alt limitleri ayni degildir. Ama izleyen kosul nedeni ile bu bir problem yaraymaz.

cunki: y 20 dir.

Dolayisi ile:

Tcp(y)dy ~Jolyky ~ olur

izleyen tabloda, iki ifadede biribirlerine karsit gelen semboleri gdsterilmistir.

(6.1.1) (14)
t — q
k — A"
n+1
z-1 - — - =
n
0 n+1
——_(n+1
O halde: n [o(y)dy = (A”) n F[TJF] veya:
3 1 n+1
_ _A_(n+1)r o=
(15) :[O (p(y)dy 0 ( 0 j yazilir.
25
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(1) kosulu veya (12), sonuca:

(16) C=—— olur

( )
n
Ve (9) yardimi ile:

n+1
a7 P(l) = nA bulunir.

F( n :1J exp(An )

Dolayisi ile:

n

':‘+ y" exp( A”y”) olur.
1)

(18) P(y) =

(1A) kosulu kullanilarak ayni hesap tarzi tekrar edilirse, y = 1+ Ix  olmak Uzere:

(19) PX)=1—"—"_ nA y" exp(— A"y") dir.
n+
")
n
Il. 3. “A” SABITININ HESABI.
(3) kosulu (8) ile beraber kullamilir:
(20) C[ely)ydy=C[y"exp(-A"y")dy =1

Ortadaki entegral 1. 2. 1’ de (14) ‘Un elde edilisi i¢in yapilan islem tekrarlanir. Ancak:

n+2

dir. (20) ifadesi:

n+2) 1
Cnr( » jAn+2=1 olur.

16) yardimi ile: nA™ 11‘ n+2 1 =1, yazilirsa
(16)y (nﬂjn N AM Y
1"7
n
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sonugta:
F(n+2
n e
(21) A= m elde edilir.
==
n
. 4. “HK“ PARAMETRESININ HESABI.
==L [Py —TP( )y<dy=C [y" exp(~ A"y" y*d
Tanim ve (8) yardimi ile: H = 'UKI (¥) y= y)y dy= __[y exp y )y ay
22) W=Cy™ exp(-A"y" )My elde edil.

(22) entegrali Il. 2 dlizeninde hesaplanir.

y'=q and dyzlq—dq.

o 1tk

[an expl-A"q)g

(23) ==
n

6.1.1 ile karsithk:

6.1.1 (23)

t — q

1+x n+x+1
z-1 — - - zZ=
n n
CAY k—z:A—(n+K+1)
(23)Un yeni sekli:
27
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(24) ut= %A‘(”“*l)r(—n il : - 1)

(21) ifadesi (24), ‘e aktarilirsa, sonugta:

(25) W= elde edilir.

[ll: KULLANILAN DENKLEMLER.
Il 1. KULLANILAN DENKLEMLERIN SAYISAL HALI.

U(f) fonksiyonunu bulmak igin kullanilan ydnetici denklem:
(26) [POOu’dx=u? [G(F)df veya  [P(x)x’dx=[G(f)df di.
—00 0 —0 0

Anlasilacagi gibi “f” bandinda “df” araligindaki turbulans kinetik enerjisine katkida bulunan

“+ u” hizlarinin olasiliklari genelde farkhidir. Dolayisi ile P(x) simetrik secilmemistir. O halde

OYoF’nun sag ve sol ayaklari ayri ayri hesaplanir. Sag ayakta “x;” ile “x;+1” ve sol ayakta “-x”" ile
“-xi..” dar araliklari icin (26)dan izleyen denklemi yazmak mumkindur:

i Xig1 fia

(27) [PL©)Ede + [P (©)Ede= [G(n)dn
—X; Xi f;

Bu denklemin sayisal hali:

@ P er xR EX)

+[PR (Xi+1)(xi+1)2 +Pg (K)Kﬂ% = AG(fi;fm) dir.

Birinci mertebeden acilimlar:
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dPy (X:
Xiza= Xj + 8y Pe(X;.1)= Py (M)‘F%')Axm o
X X A P (xy)= Py (o)~ LX)
i-1 i i+1 ! L i-1 L i dX i+1 "o

(28) denkleminde kullanilirsa:

(29) {[PL(—xi)_MAXM}( ~AX;, ) +PL(—xi)xf}%+

+{PR(xi) P (x, )AX,H}( b 8%+ Py }AXZ - AG(f,if,..)

dx

elde edilir. (29)da "AX;,;"in en fazla ikinci dereceden olan terimleri muhafaza edilirse,

(30) C AX|+1+C AX; 1= AG(f f|+1) yazilabilir. Burada
Crox [P (=x. Mty 9P, 9P

(@0a xR x.>+PR<x.>]+2x.[ )

(30D) C,=x?[P (= x;)+Pg (x;)] dir.

(30) denklemi ¢dzimde "Kullanilan Denklem”dir.

I, 2. “KULLANILAN DENKLEMLER”in HESAPLANMASI SURECINDE “iLK DEGERLER.

ll. 2. 1. “X,” degerinin bulunmasi. :

Baslangicta X;=0 ve "OYoF"nun degerleri: P.(0) = Pr(0) = P(1) dir.

“Xo” civarinda iyi bir yakinsaklikla:
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Xy
[2P(1)x*dx=aG(0:1)
0

yazilabilir. O halde: ,

(31) Xl—(g%gl)]s olur.

Herhangi bir xi.1 degeri xi bilidigine gére X, ;= X, +AXi+1 ve (30) yardimi ile bulunur.

Sonugta izleyen baginti formunda sayisal degerler elde edilir.:

(32) x = x(f)

II. 2. 1. “K;”in hesabi.

df
(33) u= dx bilinmektedir. O halde:
fdf 1 fd_f di
(34) 0 0% ir.

"

x” degerlerinin sayisal olarak bilinmesi halinde izleyen ifade ile “k(f)” bulunabilir.

(35) : [ 1c}i(f+ff df] k(1)+ ffdf

“k(1) ilk deg@er olarak bulmak igin, x(f) Ussel bir fonksiyon olarak ifade edilir.

(36) X=Xyl — | veya x=Mf®
fy

Bu ifadede “B”, “X,” ve “fb " (32) fonnksiyonunun ilk G¢ noktasina ait dederlerden hesaplanabilir.
(36) kullanilirsa (35) den k(1) bulunur:

(37) k(1) = —3f—b f f df
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Sonug:

f, 11f}B

(38) -s(2) =11

f,/ 1-B wM1-B

dir.

(32)'deki degerler ve (35) sag yanindaki son ifadesi yardimi ile elde edilen (39) veya (40) dan K(f)
hesaplanabilirr.

_ 1 f_b)B fi  2¢i fi-fia
(39 k(f')_ u’' (f1 1—Blu'2j=2 Xj+Xj_1
fo\ B fi—fiy
40 k(f)= = (—) 512
(40) (f.)= [ f Z] ZXJ+X] 1
31
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